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PREFAZIONE 



In questa operetta bo esposto con metodo ele- 
mentare e con sobrietà di dettagli, le più semplici 
proprietà dei numeri interi. 

Come osserva il Poinsot nella sua memoria: In- 
torno alla Teoria dei numeri^ ^ i risultati di questa 
scienza parvero per qualche tempo più curiosi cbe 
utili. 

Per dare quindi un esempio della loro grande 
importanza, e far vedere al tempo stesso come un 
problema apparentemente di solo carattere geome- 
trico, abbia invece un profondo substrato aritme- 
tico, ho trattato brevemente da ultimo delle equa- 
zioni binomio, dando un esempio della loro risolu- 
zione algebrica basata sull'uso delle radici primitive 
dei numeri primi, ed ho chiuso con uno schizzo 
del problema della divisione della circonferenza. 



^ PoiHSOT, Béflexions sur les principes fondammtaux de 
la théorie des nombres. Journal de Lioaville. T.^^8 lì. 



vili Prefazione. 



Dopo ciò spero che non mi si farà carico di 
ayer taciuto della Teoria delle forme quadratiche, 
argomento questo che esce un poco dai confini di 
un' operetta elementare e che, ove non sia trattato 
con la dovuta larghezza, parmi non conduca a ri- 
sultati tali da farne intravedere la bellezza e la 
profondità. 

U. SCABPIS. 
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CAPITOLO PRIMO. 

PROPRIETÀ FONDAMENTALI SUI MULTIPLI 
E DIVISORI, i*) 



1.° Dato un cerchio di raggio qualunque, ima- 
giniamone divisa la circonferenza in 24 archi tra 
loro eguali, e distinguiamo ordinatamente i punti 
di divisione con i numeri 0, 1, 2, . . . 23. 

Congiungendo mediante corde il punto con 1, 
1 con 2, ecc., percorsa una volta l'intera circon- 
ferenza si ritorna al punto di partenza avendo 
così iscritto un poligono regolare convesso di 24 
lati. 

Unendo invece con 2, 2 con 4, 4 con 6, ecc., 
si ottiene pure un poligono regolare convesso di 

24 

— =12 lati, ed in generale, se e? è un divisore 

qualunque del 24 diverso dal 12, unendo con d, 
d con 2 d, 2 d con 3 rf, ecc., si ricava ancora un 



(*) Per un chiaro e etring^ato riassanto delle proprietà 
elementari dei divisori e dei multipli, il lettore può consul- 
tare il manuale di Aritmetica razionale del Prof. Francesco 
Ponizza. ^ f 
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24 
poligono regolare convesso di ~ lati, ritornando 

tv 

in ogni caso al punto dopo compiuto un solo 
giro. 

Se all'incontro si uniscono i punti di divisione 
di 9 in 9, non essendo il 9 divisore di 24, non si 
ritorna a con un sol giro, ma solo dopo aver 
contato un numero d'archi multiplo contempora- 
neamente di 24 e di 9 e precisamente eguale al 
loro minimo multiplo comune. 

In questo caso il poligono risultante non è più 
convesso, ma a contorno intrecciato e con 8 lati, 
essendo 8 il quoziente della divisione di 24 per il 
massimo comune divisore di 24 e 9. 

Analogamente, e sostituendo 10 al 9, si ottiene 

24 
un poligono di - - = 12 lati, essendo 2 il m. e. d. 

di 24 e 10, mentre invece congiuugendo i punti 

di divisione di 5 in 5, o di 7 in 7, o di 11 in 11, 

numeri questi primi al 24 vale a dire aventi con 

esso l'unità per m. e. d., si hanno poligoni regolari 

24 
stellati costantemente di -- = 24 lati. 

Possiamo quindi concludere che, unendo i punti 
di divisione di n in w partendo da uno qualunque 
di essi, si finisce sempre col ritornare al punto 
d'origine dopo aver contato un numero d'archi 
eguale al m. e. m di 24 ed n ottenendo un poli- 
gono regolare convesso o stellato, secondochè n 
è o no divisore di 21: il numero dei lati del po- 

24 
ligono risultante è poi dato in ogni caso da ^, 

a 
dove è d il m. e. d. di 24 ed n-^^^y Google 
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Nel paragrafo seguente faremo vedere che questi 
fatti non sono dovuti alla natura speciale del 24 
ma che sono generali, e seguendo la traccia del 
Poinsot, daremo una dimostrazione intuitiva e di 
carattere esclusivamente geometrico di una for- 
mula fondamentale della teoria dei divisori e dei 
multipli. (*) 

2.^ Divisa una circonferenza in n parti eguali 
mediante altrettanti punti, partendo da uno qua- 
lunque di essi contiamoli successivamente: il punto 
di partenza s'indicherà con e gli altri ordinata- 
mente con i numeri 1, 2, 3, ... (n — 1). 

Ritornando al punto avremo contati gli n 
punti, e continuando questa operazione procedendo 
sempre nello stesso senso, al punto 1 faremo cor- 
rispondere nel secondo giro {n+ l\ al punto 2, 
(n +2) e così via di seguito, dimodoché al punto 
r nel K^^imo gì^Q^ verrà a corrispondere il numero 
{Kn + rl 

Ciò premesso, congiungiamo con v, v con 2 v, 
2 V con 3 V, ecc. : si otterrà un poligono regolare 
iscritto e chiudentesi in 0. 

Infatti, essendo limitato il numero dei punti di 
divisione, nel suaccennato procedimento si dovrà 
finire col ritornare ad uno di quelli incontrati an- 
tecedentemente, ed il primo che s'incontrerà la 
seconda volta dovrà esser quello dal quale si è 
partiti; poiché se ciò succedesse per un altro 
punto, p. es., il punto r^simo^ allora, partendo da 
questo e procedendo come prima, si otterrebbe un 
poligono regolare chiudentesi in r. 



(♦) PoiNSOT, loc. cit. ^ . 
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Il punto r ammetterebbe così una proprietà non 
appartenente al punto 0, il che non può accadere, 
poiché, in base alla simmetrìa della figura, se un 
punto ha una proprietà, essa deve esser comune 
a tutti. 

Investighiamo dopo ciò come sieno distribuiti 
sulla circonferenza i vertici del poligono. 

Sieno u4, B, C tre vertici situati consecutiva- 
mente sulla circonferenza. (*) 

Partendo dal punto B che allora si assume 
come vertice d'indice 0) e congiungendo nuova- 
mente i punti di divisione di v in v girando in un 
senso neiropposto, si ottiene manifestamente un 
poligono che coincide col primitivo, e tra i cui 
vertici compaiono con numeri d'ordine differenti 
i punti J, C. Se girando in un senso i punti A^ C 
diventano vertici d'indice m, q rispettivamente, 
girando in senso opposto vengono a scambiarsi 
reciprocamente il loro numero d'ordine, e siccome 
l'arco intercetto tra il vertice d'indice e quello 
d'indice m deve rimanere lo stesso, sam così l'arco 
B A eguale all' arco B C, Risulta da ciò che i 
vertici sono distribuiti uniformemente sulla circon- 
ferenza e che la dividono quindi in ogni caso in 
parti eguali. 

3.« Supposto ora eguale ad — il raggio della 

circonferenza che avrà così una lunghezza uno, 



(*) Si badi a non confondere vertici consecutivi del po- 
ligono, con vertici sitaati consecutivamente sulla circonfe- 
renza. ^ I 
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indichiamo con S il numero degli archi eguali ad 

— intercetti tra due vertici situati consecutiva- 
n 

mente sulla circonferenza: si tratta di dimostrare 

8 
che Parco — è la massima comune misura fra 

n 

fi V 

l'intera circonferenza — , e l'arco — e che quindi 
n n 

= Z) (n, v) è il m. e. d. di n e v. 



Che — sia una comune misura di queste due 
n 

grandezze è cosa manifesta: resta a provarsi che 
è la massima. 

V n 

Sia « la massima comune misura tra ed 

n n 

e v' ed w' i rispettivi quozienti. 

Supposta ora divisa la circonferenza in n' parti 
eguali e che risulteranno eguali ad oc, ooDgiungiamo 
i punti di divisione di v' in v': si otterrà così un 
poligono identico al precedente poiché essendo 

V 

v' a = — si viene a fare, anche in questo secondo 
n 

caso, ristessa operazione di adattare cioè succes- 

sivamente sulla circonferenza fino a ritornare al 

punto di partenza, una corda che sottende un 

V 

arco — . 
n 

Nel poligono così ricavato 1' arco intercetto tra 
due vertici situati consecutivamente sulla circon- 
ferenza deve risultare eguale ad a o ad un suo 
multiplo, per cui, data l'identità dei due poligoni 



sarà così a< — . oigtzedby Google 
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— è quindi la in. e. misura tra — ^ ed ed è 
n n n 

pure o = D(n, v). 

Dopo ciò indichiamo con v il numero dei vertici 
e quindi anche dei lati, e con k il numero dei 
giri che bisogna fare per percorrere il contorno 
del poligono. 

Partendo da un vertice qualunque e seguendo 
il contorno sempre nello stesso senso, si ritornerà 
manifestamente al punto di partenza solo dopo 

d' aver percorso un numero d'archi eguali ad , 

pari al m. m. e. di n e v. Rappresentando tale 
m. e. m. con m (w, v) avremo: 

m (n^yf) = k . n = "* . V 
ed essendo v = -^ si ha: 



m (n,'*) = k .n=^ -~ 

6 

cioè il 

Teorema 1.® "Il m. m. e. di due numeri è 
eguale al loro prodotto diviso pel loro m, e. d. „. 

Dall'eguaglianza 



risulta 



6 



*=i 
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Corollario 1.® ''Se diviso un cerchio in n parti 
eguali, si congiungono poi i punti di divisione di 
V in V, prima di ritornare al punto di partenza 
bisogna compiere un numero di giri dato dal quo- 

V 

ziente y . „ 

Corollario 2.o ''Se 8 = 1, è 

m (n, v) ^-= m . V, i = V, v = n . ,, 

4.® Lemma. " Un multiplo di più numeri interi 
qualunque, lo è pure del loro m. e. m. „ 
Infatti sia M un multiplo qualsiasi di 

^1, «21 • • • ^«• 

Essendo M>m (ai, «21 • • • ^w) si dovrà avere: 

M= m'a^^a^,* ., aw) . . g + r r<ìn. 

Per ipotesi M ed m sono entrambi divisibili 
per 

ai (i = l, 2, ... n) 

e quindi altrettanto dovendo succedere per r, non 
sarebbe più m il m. e. m., ciò contro l'ipotesi. 

Teorema 2.** ''Il m. m. e. di ai,a2,...aM è 
eguale al loro prodotto diviso per il m. e. d. dei 
loro prodotti (n — 1) ad (w — 1). „ 

Sia 8 il m. e. d. degli n prodotti 

«1, «2, . . . a,-i ai f 1 . . . a« 0* = 1, 2, ^ . n). 
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Essendo 



ai . ^2 . • • «n ai ag . . . a»-.i . at+i ... a» 
_ = ai . ;: — 





ed il secondo fattore un numero intero, ne segue 
che -^- ' ' ' come multiplo di ai, a2, . . . a« tale 
sarà anche del loro m. ra. e, cioè sarà: 

ai a2 • . . a» 

8 = "'•*• 

Dividendo primo e secondo membro della pre- 
cedente eguaglianza successivamente per 



si ha: 



«b «2) • • 


.Oh 




a2 as . . . a» 

8 


m 
a/ 


<l 


ai a3 ... a» 


m 


(l 


8 


ai a» . . . an-i 


m 




8 


• ^ 



Essendo i primi membri numeri primi tra loro 
tutti, dovrà essere 5' ~ 1 e quindi : 



m = r 
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Esempio : 

a, = 18, a, = 24, as = 42, 8 = 36 

M« «. .«, 18.24.42 18144 „, 
«.(18,24,42)^ 3g-- = --- = 504. 

Corollario. " Dividendo il m. e. multiplo di più 
numeri per ciascuno di essi i quozienti risultano 
primi tra loro tutti. >; 

Teorema 3.*" "Se n è primo con a e divide il 
prodotto a , 6, dividerà pure il fattore b, „ 

Infatti il prodotto a .b è multiplo per ipotesi di 
H e di a per cui (Lemma al Teorema 2.*) sarà 
multiplo del loro m. e. m. Ma a ed n sono per 
ipotesi primi tra loro, quindi sarà ab = a.n .q e 
quindi b = n,q. 

Esempio. " L'intero 9 divide il prodotto 108 ed 
è primo col suo fattore 4: divide quindi l'altro 
fattore cioè 27. 

Corollario 1.° "Se un numero è primo con più 
altri è primo col loro prodotto. „ 

Corollario 2.^ ^ Se ciascuno dei fattori d'un pro- 
dotto è primo con tutti i fattori d'un altro pro- 
dotto, i due prodotti sono primi tra loro. „ 

Corollario 3.® ** Se due numeri sono primi tra 
loro, tali sono due loro potenze qualunque. „ 

Corollario 4* ** Se più numeri sono primi tra 
loro due a due il loro m. e. m. è dato dal loro 
prodotto. „ 

Osservazione. ^ Le precedenti proposizioni che 
sono le fondamentali della teoria dei numeri, si 
ricavano pressoché immediatamente dal Teor. 1.^ 
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del (^uale si è data una dimostrazione intuitiva di 
carattere eselusivamente geometrico. Tale dimo- 
strazione può servire come esempio del legame 
che esiste tra la pura teoria del numero intero e 
la geometria. Tale legame si spiega considerando 
che la geometria non è solo la scienza dei rapporti 
di grandezza e di posizione degli elementi di sua 
competenza, ma che essa s'occupa altresì del loro 
ordine e della loro successione ed è in questo 
campo che sì allaccia alla Teoria dei numeri. „ 

5." Indicando con a, b due interi qualunque 
primi tra loro e con e un terzo intero qualunque 
dimostriamo il seguente 
Lemma. " La progressione 

e, e -f- 6, e + 2 i, ... e + (a — 1) 6 (I) 

contiene altrettanti numeri primi ad a della pro- 
gressione: 

0, 1, 2, ... (a -- 1). „ (2) 

I numeri (1) divisi per a danno resti tutti dif- 
ferenti: infatti dall' ipotesi che c + r.6, c-\~ s . b 
dessero resti eguali, seguirebbe che la differenza 
r — s b dovrebbe esser multipla di a incompati- 
bilmente con la condizione che b è })rimo con a 
e che r, s ed a più forte ragione ir — s) sono 
minori di a. 

Segue che i numeri (1) divisi per a daranno per 
resti i numeri (2) e siccome si sa che se un nu- 
mero diviso per a da un resto primo ad a esso è 
pure primo ad a ed inversamente, si conclude che 
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le serie (1) (2) contengono lo stesso numero di 
termini primi ad a. 

Ciò premesso, convenendo di rappresentare con 
3>(w) il numero degli interi non superiore ad n e 
primi con esso, dimostriamo il seguente 

Teorema 1.® ** Se w è il prodotto dei fattori a, h 
primi tra loro si ha: 

? W = ? (a) . 9 (b). „ 

Distribuiamo tutti gli interi dall'unità ad n nel 
seguente quadro: 

1,2,3 ,... r ,... b 

ò + l, 6 + 2 , 6 + 3 ,.. 6 + r,... b + b 
26+1, 26+2, 26 + 3,... 26 + r,... 26 + 6 



(a-l;6+l, (a-l)6+2, (a-1.6+3, . . . (a-i:6+r, . . . ^a-l)6+6. 

Consideriamo una delle colonne verticali di 
questo schema, p. es., quella che comincia per r. 
Se r è primo con 6 altrettanto succederà per tutti 
i termini della colonna; e se r e 6 ammetteranno 
un comune divisore diverso dall'unità, pure altret- 
tanto si verificherà per gli altri termini della co- 
lonna stessa. 

Ora la prima orizzontale del quadro contiene 
© (6) numeri primi con 6 e quindi il quadro con- 
tiene ? (6) verticali di elementi primi con 6 e che 
esauriscono tutti i numeri di tale specie inferiori 
ad n. Supponiamo che r sia primo con 6* allotra 
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pel Lemma precedente la progressione: 

r, r + 6, r -f 2 6, . . . r -I- (a — 1) 6 

contiene altrettanti termini primi ad a della pro- 
gressione : 

0, 1, 2, ... (a - 1). 

vale a dire ?(a); da ciò risulta infine che sarà 
cp (a) . cp {b il numero degli elementi dello schema 
contemporaneamente primi ad a, b vale a dire 
primi ad n. ^ 

Corollario. " Se a, b^c.d^.* , sono primi tra loro 
due a due si ha: 
cp(a.è.c.d...) -= ^'a) , <p (J.c.d,...) = ^(a) . <p(6) . ^ fc.d...) 

— ?(«).? ifi) . <p (e) . * (d) . . . „ 

Indichiamo ora con B un divisore qualunque dì 
n e cerchiamo quanti sieno nella serie: 

1, 2, 3, ... r ... n (l) 

i numeri ohe con n hanno S per m. e. divisore. 
Intanto: 

S,28,38,...p8,...^? 

sono i termini di (1) multipli di ò, e tra di essi 
avranno 5 per m. e. divisore con n tutti quelli e 

solo quelli pei quali & è primo con -;r : ne segue 

rappresentando con J/(ò) gli elementi di (1) che 
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con n hanno ò per m» e. divisore si ha: 

Notando ora che se si fa percorrere a 8 la serie 

dei divisori di n da 1 ad n (estreini inclusi -r- 

percorre pure la stessa serie, e considerando che 
^ ^ (S) dove la sommatoria si suppone estesa a 
tutti i divisori di n nessuno escluso è eguale ad 
n^ ne viene di conseguenza: 

2i ^ (8) = n = ^ ^ (8) 

abbiamo così il: 

Teorema 2.° "Se ^9 (8) rappresenta la somma 
dei valori che assume la funzione ^ (<5) qualora a 
ò si attribuiscano tutti i valori interi divisori di it 
sussiste la relazione: 

- -P (8) = «. , 

Esempio. " Sia n = 60. I numeri 

1, 2, 3, 4, 5, 6, 10, 12, 15, 20, 30, 60 

SODO tatti dÌTÌsori di 60. Ora è: 

<?( 1) = 1, cp(2) = l, <p(3) = 2, <?(4) = 2 
t( 5) = 4, 9( 6) = 2, <p(10) = 4, <p(l2) = 4 
<P (15) = 8, ? (20) = 8, <p (80) = 8, <f (60) = 16 

e la somma di tatti questi nomeri è infatti = 60. 
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6.® Valendoci ora dei due Teoremi del para- 
grafo precedente siamo in caso di trovare facil- 
mente la forma della funzione a>(n). 

Sia intanto n = p numero primo: 

Pel Teorema 2.® (§ 5.®j avremo: 

?(!) + ? » = P- 

Ma cp (1) -- 1, e quindi ^(p)^p — l. 
Per n=p^ abbiamo pure essendo l,i?,i?* i di- 
visori di p^ 

® (I) + 9 ÌP) + f ip^) = P^ 
1 + (p - 1) + ? f^*) = p^ 

quindi: 

(p (p2) := p2 _ p _ ^ (p _ 1) 

Supponendo ora che per r = 1, 2, 3, . . . r si sia 
dimostrato che <p (p**) =^»*-i (p — 1), proviamo che 
sarà pure <& (jo**+i; = p*' (p — 1). 

Intanto avremo: 

pr+l = (p ( 1 ) H- 9 (p) + ^ (p8) + . . . + 

Ma ìyp,p*'^,..p*' costituiscono i divisori di p*' 
per cui si ha: 

? (1) + ? (p) + . . . + ? ip") = p*- 

e quindi: 

pr+ì z= p»' + o rp»'+i) 
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ed infine: 

cp ipr+l) == pr+l _ pv = pr (p_ J). 

Essendo ora già stato provato che per r = 1, 2 
sussiste la citata relazione, essa sussisterà anche 
per r =: 3, 4 ... e sarà cioè generale. 

Dato ora il numero n==/?i*^» .^2*'"- • •JP^*^*' dove 
PhP2t' - -P^' so^o numeri primi, dal Teorema 1.% 
(à 5.^) risulta: 

? (w) = ? (p/0 . ? (Pi""^) . . . ? ( />r *''•; 

e quindi, essendo 

o(py)=py'-i(p---l): 

!p'n) -= i>i''i-i (jo,— 1) . p^«-Ki?2-l) ...i?A~^ (i^r— 1) 

*)-i.,'.(.-^';).V.(l-i)...^.-(.-J;) 

Esempio " w = 60. I numeri non maggiori di 
60 e primi ad esso, sono: 

1, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 
43, 47, 49, 53, 59 

ed il loro numero è = 16. Infatti secondo la data 
formula ed essendo 2, 3, 5 i divisori prinii di 60 
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si trova: 

12 4 
,(60,=:60.- .-3 .-=16.„ 

Osservazione ** La forma della funzione è stata 
dedotta dai Teoremi 1.®, 2.® del paragrafo prece- 
dente i quali esprimono due proprietà della fun- 
zione stessa. Essa si sarebbe potuta ricavare anche 
dalla sola proprietà espressa dalla relazione 

ì;? (5, = «.„(*) 

Si può anche ottenere la forma della cpfn) in- 
dipendentemente dalle proprietà citate, che ne 
scaturiscono poi come immediate conseguenze. 
7.® Essendo n^p due interi positivi qualunque, 

( n\ 
adoperemo il simbolo E\ — \ per indicare la parte 

intera del quoziente -, dimodoché sarà: 
P 



ijì-'j-ij)-^ 



i r 



dove con r si rappresenta il resto della divisione 
di n per p. 



(*) Vedi p. es., Bachmann, Die Elemente dei* Zaklen- 
theoriet § 2.», N. 10, oppure il Cap. VII dei supplementi 
alle Lezioni mllu teoria dei numeri del Dirichlbt. 
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Lemma 1.° "Se n = a + 6 + . . • si avrà ; 

CBsendo n, a, 6, . . . p numeri interi positivi. „ 
Dall'ipotesi segue infatti: 

p p p 

ed indicando rispettivamente con r, r' r'' i resti 
delle divisioni 

n a b 

^1 IT' ^ ' * ' * 

^ j3 2^ 

r 



'+. 



p \pI p 

p \pl p 

e quindi 



Se ora 

^ -^ DigitizedbyGoOQle 
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si ha manìfestatamente 



il 4- L- — ^ 

p p p 



ed ìq conseguenza 
Se invece 



p p 



f 
essendo — sempre <1, si deduce: 
P 

Lemma 2.® " Se n, a, 6 sono interi positivi qua- 
lunque, sussiste la relazione: 



a. lì \ b 



fi 

Sia infatti r il resto di — , si ha: 

a 



n==^l— 1 . a + r 
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e divìdendo il primo e secondo membro per a . b 

n ^ \a^l j^ 

a .b b a .b 

ed indicando con r' il resto di — ; — 



I resti r, r' sono rispettivamente minori di a, b 

ed anche attribuendo loro i massimi valori dei 

quali sono suscettibili, vale a dire a — 1, b — 1, 

r' r 

la somma -r + rè sempre inferiore all'unità, 
b a,b 



per cui: 



E 



a-ra 



Indicando ora con n un intero qualunque po- 
sitivo e con p un numero primo, proponiamoci di 
determinare l'esponente della più alta potenza di 
p che divide il prodotto: 

»! = 1. 2 . 3 ... « (1) 

Si scorge intanto che tra i fattori di >! sono 
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dÌTÌ8Ìbili per p solo i seguenti: 

p, 2p, 3p,...^(|-).p 

e siccome i rimanenti fattori di «! non hanno al- 
cuna influenza sul valore dell'esponente della più 
alta potenza di p che divida n!, la questione è 
così ridotta alla determinazione della più alta po- 
tenza di p che divide il prodotto 



M 



(ì) 



1.2.S...«(i)., '''. (2) 

Fra i fattori di (2) sono divisibili per p solo i 
seguenti : 

. 3 d^^ 'l'I 

per cui tenendo presente che pel Lemma 2.* 



'Mi 

p I 






[7] 



risulta manifesto che la determinazione della più 
alta potenza di p che divide 2) dipende dall'ana- 
loga determinazione pel prodotto: 

..,..s....(^)./<^' /(-;>. .3, 
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Procedendo a questo modo e considerando che 
la successione 

^(7). ^{^ì «(?)■••■ 

è limitata, concluderemo che il più alto esponente 
della potenza di p che divide il prodotto n\ è 
dato dalla somma: 

Esempio: 

e quindi 7*+^ = 7® ò la più alta potenza di 7 che 
divida: 

60! = 1,2. 3... 60. „ 

Applicando ora i risultati teste ottenuti, dimo- 
striamo il 
Teorema. ** Se n, a, i, e sono interi positivi ed 

ni 

n = a-{-b •}- e l'espressione . . , — - è un nu- 

a! ò! e! 

mero intero. ,» 

Cominciamo dall' osservare intanto che la pro- 
posizione sarà dimostrata qualora si possa provare 
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che il numeratore cantiene i fattori primi del de- 
iiomiDatore con esponente non minore. 

Infatti sia p un certo numero primo che divide 
il denominatore. 

Allora: 






saranno rispettivamente gli esponenti delle più 
alte potenze di p che dividono i prodotti a!, è!, e!, 
e quindi V esponente della più alta potenza di p 
che divide il denominatore sarà dato dalla loro 
somma. 
D'altra parte 



E 



(tI+^(?) 



è l'esponente della più alta potenza di p che divide 
esattamente il numeratore, per cui tutto si riduce 
a dimostrare che quest'ultima somma non è mi- 
nore della precedente. 
Poiché ora w = a + è -f- e, segue del Lemma 1.**: 
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^'(p)a^'?l + «(F.)-^(?) 



Sommando membro a membro si yiene quindi 
a concludere che Tesponente della più alta potenza 
di p che divide il numeratore non è inferiore al- 
l'analogo per il denominatore, e siccome il divi- 
dendo viene così a contenere tutti i fattori primi 
del divisore con esponente non minore, si con- 
clude che l'espressione proposta è un numero 
intero. 

Corollario 1.® "La frazione 

in -V 1) (n ^ 2) . . /n + r) 
1.2.3...r 

è un intero, essendo w, r pure interi e positivi. 
Infatti si ha: 

(n _-M^ (n + 2 i . . . (n -I- r) ^ (n+ r)\ 
1.3...r " n\ r\ ' 

Corollario 2.® " Essendo p, r interi positivi ed 
I r^p, 

! p{p~ì){p-'2)..Ap -r+1) ^ 

è un intero e, se p è primo, divisibile per p. „ 

La prima parte non è ohe una immediata con- 
seguenza del Corollario 1.**, la qual cosa si scorge 
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immediatamente ponendo 

^P __<{p -r) + \ ( >-2) + 2)...((p -r; -I- r) 
^'^ 1.3. 3. ..r 

e quanto alla seconda parte osserviamo che, essendo 
r<p, si ha: 



i^Hii)-^- 



8.^ Chiuderemo questo capitolo con la dimo- 
strazione dì un'elegante proposizione dovuta al- 
l'illustre prof. Cesàro. 
Teorema. " Se con a si rappresentano gli interi 

positivi pei quali eI — j = 2 .ST-f 1, essendo w un 

intero positivo qualunque, si ha: 

^ cp (a) ^ n\ , 

Dimostriamo anzitutto che se con co si rappre- 

seutano gli interi pei quali El — |=ir + 1 e con 

/2 ^n — 1)\ 
y quelli pei quali El j = 2 A'+ 1 si ha: 

!ì; cp {x'j = ^ 9 (y) -u 2 n — 1. (Ij 

In primo luogo, com'è facile vedere, i numeri x 
si compongono: 

L° dei numeri .v, tolti però i numeri /; > 1 
divisori di 2n che danno quozienti pari; 2.® dei 
numeri k divisori di 2n — 1 tolta l'unità; 3.^ dei 
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numeri X divisori pari di 2 n che danno quozienti 
dispari: 
Ciò premesso si ha cosi: 

V ^ (a?) = 2 (p (j/) - ^ (p (ti) + ^ <p (A:} + ^ <P (X). (2) 
Cerchiamo ora i valori di 

2 ? (^), ^ ? (A), ^ ? (X) 

ed a tale uopo distinguiamo i seguenti casi: 

a) n dispari. I numeri tq > 1 cioè i divisori 
di 2 n che lasciano quozienti pari, coincidono con 
i divisori B di n, tolta Tunità, e si ha quindi: 

!>(>,) = 2 9 (8) - ^ (1). 

Ma per la nota proprietà della funzione cp 

2 (p (8) = M 
per cui sarà 

2 <p (yj) = n - 1. 

I numeri k coincidono con i divisori S di 2 n — 1, 
esclusa l'unità per cui: 
2<p()fe)==:2ct,(8)-(p l=2w— 1— l = 2w-2 

I numeri X poi, vale a dire i divisori pari di 
2 n che danno quozienti dispari, sono della forma 
2B essendo ^ sempre dispari divisore di n che è 
pure dispari, per cui avremo: 

2 (p (X) = 2 9 (2 8) = © (2) . 2 <p (8) = n 

b) n pari. Si faccia n = 2'' . w' essendo n' di- 
spari. 
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I numeri n cioè i divisori di 2«, tolta Punita, 
che danno quozienti pari, sono della forma 2*" . t 
essendo v' < v + 1 e 8 divisore di n\ mentre quelli 
che danno quozienti dispari sono della forma 
2*'+^ . S : indicando quindi con d ì divisori tutti di 
2n avremo: 

Vcp(y,) = 5>^(8)-2 7(2>'+1.8)~(p(r. 

Ma poiché 2^+^ e 5 sono primi tra loro si ha: 

cp ^2"+! . 8j = cp (2>'+i) . 9 (8) ^ 2»^ . cp (8) 

per cui essendo: 

2 cp {d; == 2n, i>'2''+i . 8) = 2" . ^ ? (8)= 2^ . n' = w 

si avrà: 

2 cp (y|) -=r n — 1. 

Per i numeri k come precedentemente è 
2 (p (A;) = 2 ^ (5) ? (1) = 2 n - 2. 

I numeri >» infine, cioè i divisori pari di 
2 n = 2^+1 . w' 

che danuo quozienti dispari, sono della forma 
2''-»-i . 8 per cui : 

2 (p a) = 2 <p (2''+i . 8) = 2»' . n' --= w. 
Le espressioni 

^ 9 (^), 2 ? (*), ì: ? (X) 
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hanno in ogni caso le stesse forme, e sostituite 
nella (2) conducono alla (1). 
Rappresentando ora rispettivamente con 

X, y, z, . . . u, V, w 

i numeri che sono contenuti, esattamente o no. 
un numero dispari di volte in 

2n,2(n- 1),2 (n~ 2\ . . .2 [w - (n - 1)] 
apph'cando la (1) si ha: 

2(p(a.)=:iXy)-|.2n-l 
2*(2/)==2Sa)(j) + 2n - 3 



2«p(t?)=:29(;«;) + 3 
2 <p (w?) = 1 
e sommando membro a membro e riducendo: 
S(pte) = l + 3 + 5+... + (2n-l)=«n«. 

Esempio. ^ Posto n = 10, i numeri che entrano 
esattamente o no un numero dispari di volte in 
2.10 = 20 sono: 

4, 6, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20 

e si ha: 

<?(4) + ? 6) + cp(ll) + (pa2) + ... + 9(20ì = 

= 2 + 2 + 10 + 4+12 + 6 + 8 + 8 + 16 + 6+ 

+ 18 + 8= 100 «10».;, 
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ESEBOIZI. 

1.® Dimostrare che il m. e. d. di quanti si vo- 
gliano numeri Ai^ A^j A^^ ...An è eguale al nu- 
mero delle colonne dello schema 



Ax 


2Ax 


3 Al . 


. . An . Al 


A, 

« • • 


2 A, 


3 Ai 


. . . ^n.^2 



An^l 2An-ì 3 ^«-1 , . . AnAn-ì 

tutti i termini delle quali sono multipli di A,i. „ 
2" Il m. m. e. di tre numeri è eguale al loro 

prodotto moltiplicato pel loro m. e. d. e diviso 

pel prodotto dei m. e. d. dei numeri presi a due 

a due. 

8.® Il m. m. e. di quattro numeri eguaglia il 

loro prodotto moltiplicato pel prodotto dei loro 

m. e. d. tre a tre e diviso pel prodotto dei loro 

m. e. d. due a due. 

4.® Se m è divisibile per 1, 2, . . . m, il minimo 

multiplo comune dei numeri 

m, (m + 1), (w + 2), . . . (w + n) 
è dato da: 

w(m+l)(m-i-2)...(w-f n) 
1.2. ..n 

5.® Se in una progressione aritmetica àim.n 
termini, la differenza (^ è un numero primo ad n, 
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saranno m i termini della progressione divisibili 
per n. 

[Basta scomporre gli m .n termini in m serie 
ciascuno di n, e dimostrare quindi che in cia- 
scuna serie un sol termine è divisibile per n.] 

6.^ Se p è primo ed A non divisibile per p, 
nella serie dei numeri: 

h 2, 3, . , . (p A N - ì), p . A . N 

il numero dei termini primi ad A sta al numero 
dei termini primi simultaneamente ad ^ e ^ come 
p sta a (p — 1;. 

[Si dimostri prima che il numero dei termini 
della serie primi ad ^ ò dato da ^iA).p.N e 
quindi si ricorra al teorema precedente.] 

7.® Dalla proposizione 6.» si ricavi la forma 
della funzione <t> di Gauss. 

[Preso 

si faccia 

ot = p, a»»--l = ^, p» . 7* . . . t:** == ^ . . . .) 

8.^ Dimostrare il teorema espresso dalla re- 
lazione 2 f (S) = n, valendosi della forma della 
funzione «p. 

[Basta ricordare che essendo 

n =pi"* pz"^ . . . jt? ** 

dove Pi^P'Zì *• .pm sono fattori primi si ha: 
2 5 = (1 + ^1 + ^^« + . . . + ^^«1-1) 
{1 + Pt + p^' + ...+ j^«.-l) . . .] 
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irUMBBI ooNauui 

B FBOPBIETÀ OENEfiALI DELLE OONaBUSNZJB (*) 



!.• Dicesi resto dì un intero a, positivo o ne- 
gativo, rispetto ad un divisore o modulo n che si 
assume costantemente come positivo ed intero^ la 
differenza tra a ed il massimo multiplo di n non 
superiore ad a: così p. es. 65 e — 165 rispetto 
al modulo 12, danno entrambi per resto 5. 

Se due interi a, b rispetto al modulo n danno 
resti eguaU, essi si dicono congrui rispetto al mo- 
dulo n e ciò s'indica scrivendo: 

a^^b mod. w. 

Segue che ogni numero è congruo al suo resto 
relativamente ad un dato modulo, e che se un 
numero è multiplo del modulo esso è congruo a 
ed inversamente. Premesse queste definizioni, pas- 



(*) In questo capitolo e nei segaenti le lettere rappre- 
sentano costantemente nnmeri interi positivi o negativi. Con 
la lettera p^ indicheremo poi sempre un numero primo pò- 
8ÌtÌTo dtopari. o„.ed., Google 
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siamo a dimostrare alcune delle più semplici pro- 
prietà delle congruenze ia generale. 

Teorema 1.® ** Sommando algebricamente mem- 
bro a membro due o piti congruenze riferite ad 
uno stesso modulo, si ottiene una congruenza ri- 
spetto allo stesso modulo. ,, 

Si abbia: 

a =b > 

) mod. n. 

am-i = 6m-i J 
Per definizione si ha: 

a =n .q +r b =^ n,k + r 

«1 =-n.qi 4- ri bi = n . A^i h ^1 

aw-i = n . gm-i + rm-i 6»i-i = n . km^i 4 rm-i 
e quindi sommando: 

a db. ai db . . . =n^q ± qidb . . . ) -4- r ifc ri ± . . . 
& ± il db . . . = n (A: ± Al d= . . . ) -F r ± ri dz . . . 

e poiché un multiplo del divisore non ha influenza 
sul reato: 



mod. n 



a ± «1 di . . . = r =t ri di . . . 

Ìdi6id:...sr±ri±... 

ed in fine: 

a=fcai ± . . . sòiii ± . . . »i,()§^^^oogIe 
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Esempio: " 

100= 124^ 
- 68--32 mod. 12 
75 = -33; 

e quindi: 

100 — 68 — 75 s 124 - 32 h 33 mod. 12 

cioè : 

— 43 = 125 mod. 12. 

Corollario 1.® ** In una congruenza si può tra- 
sportare un termine da un membro all'altro cam- 
biandolo di segno. „ 

Data infatti la: 

a = 6 mod. n 

sommandola membro a membro con la 
— h= -- b mod. n 

li ottiene 

a — 6 = mod. n. 

Corollario 2.® " Moltiplicando i due membri di 
una congruenza per uno stesso intero, si ottiene 
una congruenza rispetto allo stesso modulo. „ 

Facendo nel teorema precedente: 

a ^jxi = a2 = . . . = am—i = a 
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e sommando si ottiene: 

m , a = m . b mod. n. 

Teorema 2.^ ''Se si ha: 

a , m=b . 7n mod. n, 

e si indica con B --= D (w, 7i) il m. e d. di tw, w, 
sussisterà sempre la relazione: 

a = i mod. -— . <* 



Poniamo w ~ S , {*, w = o . v ; per ipotesi 
m(a—b) = ^ . [A (a — b) 

deve essere divisibile per 8 . v, vale a dire ^f-ia — b) 

multiplo di v; essendo però [a, v primi tra loro, 

fi 
sarà rt — J divisibile per v = — cioè: 



a — b = Q mod. — 



quindi (T.* 1.'' Corollario 1.^) 
a = b mod. -;r. 



Se m è primo con n, è S = 1 e quindi : 
a = 6 mod. n, cioè il 

Corollario. " Dividendo i due membri di una con- 
gruenza per un fattore primo col modulo, si ricava 
una congruenza rispetto allo stesso ^o^^l^f^^^ole 

SOARPIS. ' ^ t 
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Esempio. "Sì ha: 

315 = 504 niod. 27. 

I due membri hanno il fattore comune 63 ed è 
9 = 2>(63, 27) per cui sarà: 

315 504 ^ 27 

— = -g3- mod. — 

cioè 

5 = 8 mod. 3. 

Teorema 3.® " Moltiplicando membro a membro 
due più congruenze secondo la stesso modulo, 
si ricava una congruenza riferita allo stesso mo- 
dulo. „ 

Sia 

«2 = hi . 

mod. n. 



Per definizione si ha: 

fii ^ n . Qi + Vi bi = n . Ici + r^ 



a,n = n . qm -f- rm bm = n . km + Vm 

e moltiplicando membro a membro ed indicando 
con n . Q^ nK la somma dei multipli di n : 

^1 . c/2 . . . Um == ^^ • (? -f ri IV . . . rm 
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vale a dire: 

«la^ . . . Um^òib^ . . . bm mod. w. 

Corollario. " Innalzando alla stessa potenza i due 
membri di una congruenza, si ottiene una con- 
gruenza rispetto allo stesso modulo. , 

Facendo nel teorema precedente: 

«1 =^= a^ = . . . --= am = a, bi = b^ "= . . , bm ^ b 

si ricava: 

a'" = 6"* mod. n. 

Esempio. " 5 ed 8 sono congrui rispetto al mo- 
dulo 3 poiché danno entrambi per resto 2; 5^ 8^ 
daranno pure lo stesso resto e si avrà: 

52 = 82 mod. 3. 

Teorema 4.® " Se i numeri ai, a^, ... am sono 
congrui mod. n ai numeri J^, èg, ... bm rispetti- 
vamente, avremo: 

± Ci a^^ . a^^-i . . . aw^»» zb c^ «i'"' . a/^ . . . a/w*'"» = i 
± Ci &i^» 62^* , . . bm^"* ± C2 èi*"» 6/2 . . . èw^"» mod. n, 

essendo i numeri X, u interi positivi. „ 

Dall'ipotesi ed in base al corollario precedente 
ei ottiene: 

ai^« = 61^» , a^^ = ^2, . . . a,n^'» = èw^*» 1 

- , ,1 mod. ;*. 

ajA'» = bf^, a^^ ^ b^s . . . «m^- = ^'«^'"i.yGoogle 
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Dal teorema 3.® si ricava quindi: 

c^ai^» . «2^» . . . aw^ = C2Ìi^» . b^ . . . 6m^« 

ed infine dal teorema 1.® la dimostrazione richiesta. 

Segue da ciò che se in una congruenza i numeri 
che compaiono nei due membri sono solo combi- 
nati coi segni di addizione, sottrazione e moltipli- 
cazione, potranno sempre venir sostituiti con altri 
numeri qualunque purché congrui secondo lo stesso 
modulo della congruenza in questione. 

Esempio. ** Essendoché si ha : 

7 = 1 5 = 2 4 = 1 6 = 10 = 1 mod. 3 
Sarà : 
7.10^ + 5.102 + 4.10-6=1-1-2+ l = 4 = l(mod.3.) 

2.® Sia n un intero qualunque : tutti i numeri 
interi primi ad n si possono distribuire in cp (n) 
classi, seguendo il principio di collocare in una 
stessa classe tutti quelli che divisi per n danno 
uno stesso resto. Prendendo da ciascuna classe un 
individuo verremo a formare ciò che dicesi un si- 
stema completo di residui rispetto al modulo ìt. 
Supponiamo adunque che i numeri 

«1, «2» • . • ^Tin) (1) 

costituiscano un sistema completo di residui ri- 
spetto al modulo n, e sia oc uno qualunque di essi. 
I numeri 

a . «1, a.a^, . . . a . <x^^(^n) (2) 

costituiranno pure un sistema completo dì residui. 
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Infatti essi sono tutti tra loro incongrui poiché 
ammesso che fosse 

a . «r = a . a, mod. n 

seguirebbe essendo « primo ad n: 
«r = a» mod. n 

contro l'ipotesi; inoltre essi sono tutti primi ad n 
e quindi ciascuno di essi apparterrà ad una de- 
terminata classe, e due qualunque a classi diverse. 
Avremo cosi: 



* . ^(p{n) = *V(«) 1 



mod. n 



dove a'i, A'g, ... (y/y(^) altro non sono che i nu- 
meri (1) disposti in altro ordine. 

Moltiplicando le precedenti congruenze membro 
a membro si ha: 

oty(«) . ttj . ag . . . ofy(„) = (x'i . a'g . . . a'y(n) mod. n 
e dividendo i due membri pel fattore 

«1 . «2 . . . «^(n) =■- <x'j a'2 . , . aV(») 

primo col modulo, si ricava: 

dVin) = 1 mod. n. 

Teorema. "Se ? {n) indica quanti sono i numeri 
primi ad n che non lo superano, otV'(«) dove a| è 
primo ad n diviso per n dà per resto 1. „ ^ 
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Corollario. " Se n =^p numero primo, si ha : 

?W = ?(p)=i? — 1 

ed il precedente Teorema diventa quello di Fer- 
mat espresso dalla relazione: 

Esempio. 

" n = 24, ? in) = o (24) = cp (2») . (p (3) = 2« . 2 -- 8 
a=17 

quindi: 

178 = 1 mod.24. 

Infatti : 

178^(172)4 

ma: 172 = 289 = 1 mod. 24 e quindi 
178 = 1^ = 1 mod. 24. 

Osservazione. " La proprietà dei numeri (1) sulla 
quale si basa la dimostrazione del teorema prece- 
dente consiste in ciò che, sotto il punto di vista 
della congruenza, essi si riproducono qualora si 
moltiplichino tutti per uno qualunque di essi. Per 
ciò si può dire che essi costituiscono un gruppo, „ 
3.*" Se con a s'indica uno qualunque dei nu- 
meri 

1, 2, 3, ... (i, - 1) (1) 



iamo già che: 






« . I, « . 2, « 


.3, . 
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sono congrui mod. p benché in altro ordine ai nu- 
meri (1) dal che si deduce che la congruenza: 

a . a; = 1 mod. p 

sarà sempre solubile ed in un sol modo da un 
numero minore di /?: se poi a = 1 sarà evidente- 
mente a? = 1 e se « =p — 1 sarà pure x = p — 1. 
Consideriamo la congruenza: 

X . y ^ 1 mod. p. 
Oltre alle soluzioni 
^i = l;yi==l; ^2"=2^ - 1, 2/2 = P2 — 1 

che sono le sole nelle quali risultino eguali i va- 
lori delle due incognite (infatti l'ipotesi di una 
soluzione x = y = ^ porta di conseguenza: 

a»— l = (a + l)(a — 1)=0 moi. p 

e quindi « = 1 oppure a = {/? — 1)) essa ammet- 
terà altre p — 3 soluzioni tra loro diverse: ma se 
la xy ^ 1 mod. p è soddisfatta da x = ocry = yr 
essa lo sarà pure da a; = yr, y =■ xr per cui le 
predette soluzioni si riducono a 

i?-3 J. + 1 

effettivamente diverse. 
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Moltiplicando ora membro a membro le con- 
gruenze: 

1 . 1 s 1 \ 

(^-l)(p-l) = l 1 



^i> -3 • y jp-3 = 1 

2 2 



SI na: 

P . (jo — 1)2 . ajg . a:^ . . . Xp^ . 

2 

2/3 • 2/4 • • • yp-s = 1 mod. p 

2 

e considerando che i numeri 

1, {p- 1), a?3, a?4 . . . ,r^_3, j/3, t/, , . . v^_8 

'V 2 

tutti tra loro diversi coincidono con ì numeri 
1, 2, 3, ... (p - 2), (^^ - 1) 

si ottiene: 

P.2.3 . . . (p- 2) (;9-l/-l mod,p 

Ma {p — 1)2 = 1 mod. p, per cui : 

1.2.3 ... (i? - 2)= 1 mod.p 

e quindi infine moltiplicando i due membri per 
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1.2.3. . .(p~2Hi? — l)=p - 1 = — l(mod.jt?) 

la qua! relazione esprime il Teorema di Wilson. 
Esempio. ** Posto p = 7 si ha 

1.2.3.4.5 6+1 = 721. 

Ma 721 è multiplo di 7 o quindi 

1.2.3.4.5.6 = -1 mod. 7. „ 

Osservazione. " Se p non è numero primo, il 
prodotto 

1.2.3 . . . (p-2j{p-l] 

contiene tutti i fattori di p con esponente non mi- 
nore ed è quindi divisibile per 7?, per cui in ge- 
nerale sarà: 

1.2.3 . . . {p — i) = 0, -1 mod. p 

secondochè p è numero composto primo. 

11 teorema di Wilson costituisce quindi una 
proprietà inerente esclusivamente ai numeri primi. 
4.® Proponiamoci ora la risoluzione della con- 
gruenza di primo grado ad un'incognita: 

X . ir = a,. mod. V (l) 

nella quale * è primo con v, yale a dire la deter- 
minazione della forma dei valori di x che la tra- 
sformano in identità. 

Essendo y- primo a v, i prodotti 



1, « . 2, ... oc . V 
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sono tutti tra loro incongrui poicliè dairipoteei 
a . r = 3t . s mod. v 

seguirebbe che a (r — s) dovrebbe essere divisibile 
per V, cosa impossibile essendo a primo a v ed 
r — s in ogni caso minore di v anche in valore 
assoluto. 

Segue da ciò che tra i numeri (2) ve ne sarà 
uno ed uno solo, a . >] pel quale 

a . 7) s a,. mod. v 

cioè esiste sempre un valore vì i^ v di a; che sod- 
disfa alla proposta congruenza. 

È palese poi che la (1) oltreché da rc = r) è ve- 
rificata anhe da x= -fi + k .^ dove k è un intero 
qualunque, per cui si conclude che essa ammette 
infinite soluzioni: daremo il nome di radice all'u- 
nica positiva e non maggiore di v. 

Ciò premesso moltiplicando i due membri di 

a . 7] = a^ mod. V 
per a7'('0-i e rammentando che 

ar(»') = l mod. V 

si ottiene: 

Ti =«,. . avO')-! jjiod. V. 

Volendo adunque determinare la radice di (1) 
bisogna calcolare il resto di a,- . a'rC'O-i rispetto al 
divisore v. 

Abbiamo così il 
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Teorema. " Se a è primo con v, la congruenza 
a . x^^r mod. V 

ammette una ed una sola radice che è il resto 
di «r . aT'O')-! rispetto al divisore v. „ 

Esempio. " a = 13, a^ - 5, y ■■= 24. 

Avremo : 

r] = 5 . 13^(24)-! = 5 . 13^ mod. 24. „ 

Per calcolare con speditezza il resto di 13^ ba- 
sta porre: 

13^= 13 . 136= 13 ^ (132)3 = 13 inod. 24 

essendo 13^ = 1 mod. 24, e quindi si trova : 
r, = 5 . 13 = 65 cioè^ '/ì = 17. 

5.° Consideriamo ora la: 

ax = ar mod. n (1) 

e si ponga o = Z) (a, n). 

In primo luogo è manifesto che per la risolubi- 
lità della (1) è necessario che ar sia divisibile 
per 5: infatti se per un certo valore ài x, ax — ar 
è divisibile per n e quindi anche per S, essendo 
per ipotesi multiplo di S il minuendo, tale pure 
dev'essere il sottraendo ar. Ponendo in seguito: 

a = a, «r = ^ . «»• « -= 5 . V 

avremo : 

a . 8 . .r 25 a,, , ò mod. o . v 
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e sopprimendo il fattore comune S: 

a . oj s ar mod. v (2) 

dove a, V sono primi tra di loro. 

Le (1) (2) sono tra loro equivalenti, poiché le 
soluzioni dell'una lo sono pure dell'altra e vice- 
versa: ma la (2) ammette una ed una sola ra- 
dice V], e quindi una radice r, (minore a più forte 
ragione di n) compete alla (l). 

Ma le soluzioni della (2) 

V]+V, y3+2v, ... 7]+(S— ])v 

soddisfano pure la (1) e sono tutte minori di n, 
quindi esse sono altrettante radici della (1) che 
ne ammette così S. (*) Essa poi non può averne 
altre : infatti se S è una radice di (1) o quindi so- 
luzione di (2) essa deve essere congrua ad r\ mod. v 
poiché altrimenti se fosse congrua ad un altro nu- 
mero */)'<v secondo lo stesso modulo, ne segui- 
rebbe che anche ri' sarebbe così radice di (2) che 
ne ammetterebbe allora due, contrariamente a 
quanto si è dimostrato. Abbiamo così il 

Teorema. "Se 5 = i),a, n) ed Oy è divisibile 
per 5, la congruenza: 

a . x^ar mod. n 

ammette le S radici 

^, ^ + V, y) + 2 V, . . , V) + (S — 1) V 



(*) Si badi a distinpruere sempre radici da soluzioni: le 
radici sono solazioni minori del modulo. ^ . 
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essendo fi 


radice di 








a . ^ = 


a,, niod. 


V 


e posto: 










a 


ar 


n 



Esempio. M04a; = 120 mod. 192. „ 
II m. e. d. tra 104 e 192 è 8 e siccome 120 è 
multiplo di 8 la congruenza è solubile. 

Sopprimendo il fattore comune 8 si ottiene: 

13 . a? s 15 mod. 24 

che ha per radice a; = 3. 
La proposta ha quindi le radici 

3, 3 + 24, 3 + 2 . 24, • . . 3 + 7 . 24 

6.® Dati due numeri a, h primi tra loro il pro- 
dotto dei quali indicheremo con n, proponiamoci 
di risolvere il seguente 

Problema, ** Determinare la forma dei numeri 
che divisi per a, b danno rispettivamente per resti 

a, P- « 

11 problema corrisponde alla soluzione del si- 
stema di congruenza: 



i 



a?=a mod. a 

07 s ,8 mod. b 

Dalla prima intanto si ricava: 

^ = ot 4- ir . a 






(0 
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dove ir è un intero qualunque, e sostituendo net 
l'altra: 

c/i-\- Ka = p mod. b 

e risolvendo rispetto a K, 

^^(p--a)av'(^)-i mod. b 
K=[f^-oi)a^p[h)-i^K' . b. 

Sostituendo tale valore di K nella precedente 
espressione di x otteniamo: 

a? = a + (p — a)a^K6) + ÌL' , a . b 

e quindi passando dall'eguaglianza alla congruenza: 

^ = a + (p - a) ay(^) mod. n 

a: s a (1 — avi^^) + p a'f<^) . mod. n. 

Osservando ora che l'espressione: 

è divisibile per a^ b e ciò pel teorema di Férmat 
e ricordando che a, b sono primi tra loro, si con- 
clude che la predetta espressione sarà divisibile 
pel loro prodotto e che quindi: 

1 - aV'i^^ = &'K«) mod. n 

per cui ponendo b'f^^^ in luogo di 1 — a*^^) nella 
penultima congruenza si ottiene: 

^ = a , ftT'Ca) -\- p a'P^^^ mod. n 
ed infine: 
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Esempio: " Posto a = 3 a = 5, Sr=2 è = 7 si 
trova che tutti i numeri che divisi per 5 danno 
per resto 3 e divisi per 7 danno per resto 2 sono 
congrui, secondo il modulo 5 . 7 a 

3 . 7^/'^5) + 2.5 9^(2) = 38453 

vale a dire sono cougrui a 23. Essi saranno quindi 
della forma 23 + A:. 35 essendo k intero positivo 
o negativo qualunque. „ 

ESEBCIZI. 

1.^ Dimostrare ohe nel sistema di numera- 
zione a base a, un numero è divisibile per a— 1, 
solamente quando è tale la somma delle sue cifre. 

2.® Dimostrare che nel sistema di numera- 
zione a base a, un numero è divisibile per a + 1, 
solamente quando la differenza fra la somma delle 
cifre di posto impari, a cominciare dalla destra, e 
la somma delle cifre di posto pari è divisibile 
per a + 1. 

3.® Dimostrare che se m, n, jo, ^, ecc. rappre- 
sentano a cominciare da destra le cifre di un nu- 
mero N nel sistema di numerazione di base a, si 
ha, qualunque sia h: 

N^ m — nh \- ph^ — qh^ -\~ , . . mod. {a -f h) 

e per valori di A<a: 
JV= m i- nh + ph^ + qh^ + . . . mod. {a — h), 

4.^ Dati tre numeri consecutivi, il massimo dei 
quali sia divisibile per 3 se ne faccia Ic^^^ma; 
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si addizionino poi le cifre del numero così otte- 
nuto, altrettanto facciasi per questo nuovo numero 
e così via. Si arriverà così finalmente al numero 6. 
Si cerchi se in sistemi di numerazione a base di- 
versa da 10 esista una analoga proposizione. 

5.® Dimostrare che se ^i, ©2, . . . cp„ sono fun- 
zioni lineari a coefficienti interi delle n incognite 
ai, :r2, ... 37»; e se le lettere a, le 6, le ja e le -4 
significano numeri interi, dei quali \f-i è primo con 
Al, 1^3 con ^2? ®cc., il sistema delle n congruenze 
di 1.® grado con n incognite: 

% • ?i = ^1 — .^1 ^i J^od. ^ j 
Og ^2-h ~ 1^8 ^2 "^od. A2 



CIh ^n^hn" V-n OOn mod. An 

è sempre risolubile quando una potenza di a^ sia 
divisibile por Ai , una potenza di «2 ^^^ divisibile 
per A.2y e così via. [(Si supponga dimostrato il teo- 
rema pel caso di n — 1 congruenze con altrettante 
incognite si ponga quindi: 

(pi = a'i ^1 + a'2 a?2 + . . . + a',j Xn + ot'«+l.)] 

6.® Se a, è, n sono interi qualunque ed a, h 
primi tra loro , e si indica con D {x, y), <p [x) ri- 
spettivamente, il massimo comun divisore di x, y 
ed il numero degli interi minori di a; primi con 
esso, il numero dei valori di 0, minori di n, che 
rendono il binomio az -^ b primo con m, è dato da: 



^di . d2 .^ . dm) 
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essendo 



rf, = i> 0^ a\ d, = I) (^^, d,\d, = D (-^^, d,) ... 



dm = D 



[di . di ... di 






e posto che sia rf»i4-i = l. 

7.® Dimostrare che se con jV s'indica il pro- 
dotto dei fattori «i, «2? • • • ^« primi tra loro due 
a due, per ogni numero x pel quale si ha: 

a? = aj mod. «1 
a? = «2 mod. a2 



x^oLn mod. a« 
sussiste la relazione: 

lai / Wi ì 
+ a„ — mod. N. 



8.** Risolvere il sistema di congruenze: 
x=Vl mod. 9 07 = 33 mod. 16 .r = — 4 mod. 35 
(Si trova X s 3041 mod. 5040.) 
9.® Risolvere la congruenza: 

192 X s 144 mod. 912 
(Si trova 0^ = 15,34, 53, ...893.)^^^^ Google 

SCARPIS. * 
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10.** Dimostrare che se cy, è, e, . . . sono nu- 
meri interi e p numero primo, si ha: 

{a + b-{-c + , . , .)P ^aP i- bP ■{- cP + . . . mod. p 

e dedarne il teorema di Format. 

11.® Se con a si simboleggiano i numeri non 
superiori ad n e primi con esso, determinare il mi- 
nimo esponente pel quale si ha 

a^ s 1 mod. n 

qualunque sia a, supponendo n prodotto di due 
più fattori primi. 
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CAPITOLO IH. 

Proprietà generali di un sistema completo 

DI RESIDUI rispetto AD UN MODULO PRIMO. 



l.* Sia p un numero primo e consideriamo il 
gruppo di residui: 

1,2,3,. ..(p-1) 
Dividendo per p i termini delle serie di potenze: 
1 ,2 ,3 ,...(p-l) 
P , 2« ,32 , . . . (p -2)2 



iD-i, 2i'-i, 3P-1, . . . (/> — 1)^-1 

si otterrà da ciascuna serie un particolar sistema 
di resti, in cui due più potranno anche essere 
tra loro eguali; ed essendo questi sistemi in nu- 
mero naturalmente finito, esisteranno sempre due 
esponenti v, v + w tali che i termini delle serie: 

l'' , 2»^ , 3- , . . . {p-\y 
V+n^ 2'+», 3^+'», , . . (jO - 1)''+'» 

produrranno lo stesso complesso di resti, tenuto 
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conto anche della loro disposizione, per cui si avrà: 

(p — ly = (p ~- r/'+'» mod. p 

e quindi (Cap. 2.^ Teor. 2.** Corollario) 

in = 2" = 3"= . . . = (_p - i;«=l mod. p. 

Risulta da ciò che se p è un numero primo^ 
esiste sempre un numero n tale che le potenze 
^esimo g^i numeri 1^ 2^ 3^, , .(p — 1) sono congrue 
air unità secondo il modulo p. 

Vedremo in seguito quale sia il più piccolo dei 
numeri dotati di tale proprietà. 

Poniamo : 

Sm = 1^^ + 2"» ^ . . . -1- fp ~ 1)'» 

Se w è dispari, notando che : 

(p — r)*^ + r"* s mod. p 

si deduce subito Sm ^ mod. p. 

Pel caso che m sia pari, osserviamo che essen- 
do m, n interi qualunque si ha: 

(n + 1)^+1 = n^+^ *\^^[^^n^* j*^2 ^ j ^'''"^ + • • • 
{n - l)*«+i = n^^+^ Jm * IJ ,^^ ^ Im ^ 1 1 ^^,^.i _ ^^ 

e sottraendo membro a membro: 

= 2h^Mn- + 2h^l)^— 2+.. ^ 
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Facendo ora successivamente in quest'ultima re- 
lazione w=l, 2, 3, ...n si ottiene: 

2-+1 ^ 2 j^j* M 1- + 2 (^3* ^) 1—2 ^ 

3m+l - im+i = 2 (^/ M 2^^ f 2 1^3* M 2"»-2 4 , 

4m+l __ 2^^+! := 2 l^'*/ M 3*^ + 2 l%* M 3»'-2 4- , 

-h l)"'+i - {n - Ij'^^+i = 2 ('^ j ^ j w'^ + 2 (^3* ^) n'«-2 + , 

e sommando membro a membro: 

{n + 1)^+1 + ^i'«+i — 1 = 2[^^ ^) Sm 4- 

Ponendo ora 7* = p — 1 e notando che 
So = ^ = p — 1. 
si ricava immediatamente la congruenza: 

dalla quale facendo successivamente 
m = 2,4, 6,.../p-3) 
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conto anche della loro disposizione, per cui si avrà: 

(p — 1)^ = (p- r/'+" mod. p 

e quindi (Cap. 2.*> Teor. 2.*^ Corollario) 

1*» = 2** = 3«= . . .^(ì; - 1/=1 mod. p. 

Risulta da ciò che se p è un numero primo, 
esiste sempre un numero n tale che le potenze 
^esimo ggi numeri 1, 2^ 3,. . .(p — 1) sono congnie 
air unità secondo il modulo p. 

Vedremo in seguito quale sia il più piccolo dei 
numeri dotati di tale proprietà. 

Poniamo : 

S,n = 1^^ + 2»» 4- . . . -^r(p- 1)'" 

Se w è dispari, notando che: 

(p — r)^ + r"* s mod. p 

si deduce subito Sm ^ mod. p. 

Pel caso che m sia pari, osserviamo che essen- 
do m, n interi qualunque si ha: 

{n + 1)^+1 - n^+^ * ("^ 1 ^) ^'^ * (*^2 ^) ^""''^ + • • ♦ 

{n - l)m+l = ,,m4-l . j^ * IJ ,^m , \^n ^ 1 1 ^^,,., _ ^ 

e sottraendo membro a membro: 

{n \- l^'^+i — {n — l)'^'+i = 
-2h^M.^- + 2(^^l)n— 2+._ 
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Facendo ora successivamente in quest'ultima re- 
lazione M = 1, 2, 3, . . . n si ottiene: 

2m+i = 2 (»*j* M l»» + 2 ^^ ^] l»-2 -^ 

3».+i _ im+i = 2 ["* * ^) 2»» f 2 ('"g* M 2"' -2 4 

4m+i _ 2'»+i — 2 ('"/ ^) 3»» + 2 ("*3* ^) 3»'-2 + 



+ l)m+l _ („ _ 1),»+1 = 2 j»" ; 1) «»« + 2 ('"g* 1) «'"-2 

e somniando membro a membro: 

(w + D-^+i + «"'+1 — 1 = 2 f"* ^ ^) S«, + 

+ 2 l»"^ 1) S,n-2 + . . . 2 (2'"^,-^\) òVai-h...2So. 

Ponendo ora n=^p — 1 e notando che 
So = n — p — 1 . 

si ricava immediatamente la congruenza: 

(2»«^ + ;)5, = 0mod.2, • 

dalla quale facendo successivamente 
m = 2, 4, 6,.../p-3) 
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si ottiene: 

Sa = /S4 = Se = . . . Sp-3 = mod. p 
Facendo poi m = p — 1 si ha: 

i^]Sp^i=0 mod. p 

la qual espressione riesce indeterminata poiché es- 
sendo l?)=Jf?i essa è soddisfatta qualunque sia 

Sp-u 

Riepilogando quanto si è dimostrato fino ad ora, 
abbiamo provato : 

a) Che Sm^ mod. p per qualunque valore 
pari dispari d tw, purché inferiore a Ip— 1). 

b) Che il più piccolo esponente n tale che le 
potenze n*«»'^** dei numeri 1, 2, . . . (p — 1) sono 
congrue alV unità secondo il modulo p^ non può 
essere inferiore a p — h 

2.® Siene a^ «2» • • • ^w» ^ numeri interi qua- 
lunque ed indichiamo con Sr la somma delle loro 

potenze r*«»»»« e con C la somma dei loro prò- 

dotti r ad r, e con C (a«) la somma dei prodotti 

r ad r degli m — 1 numeri che rimangono in se- 
guito alla soppressione di at. 
Ammesso ora che r = 1, 2, 3, . . . r si abbia: 

S, = Si = Ss = . . .^Sr^O mod. p 

dimostreremo che per ^ ^ r, si yeriflcherà sempre 
la relazione: 

«=m q w— 1 m 

(- 1)* ^ a e (a *(r * fta., ^Omod-p) (l) 
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latanto per g = 1 la precedente relazione coin- 
cide con l'identità: 

$-=m m~\ m 

^ asC (as)-(r + l)C . (2) 

fi=l r r+l 



Dopo ciò, raccogliendo successivamente a fat- 
tore comune «j, aai--«^'« nelF espressione di C 
si ottiene: 

e =a, e (a,)+C (a,) 



[ 



G = am G ^ (am) + G {am\ 

r r—l r 

Moltiplicando i due membri delle precedenti 
eguaglianze successivamente per «i, a^^ > . .am e 
sommando per colonne, tenuto conto che Si^O 
si ha: 

s=m m-1 s=/M m— 1 

^ ah e (as)+ 2 «8 e (a») = 0(inod.p)(3) 

s=l » — 1 «=1 r 

che con l'aiuto dell'identità (2) diventa: 

s=.m m—I m 

2 a% C (as) + {r + l)G =0 mod. p 

8=1 r 1 r-\-\ 

e si scorge così che la (1) sussiste per q=^\ ^ 
per q = 2. 
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Supponiamo ora che per un dato valore q<r 
si sia provato che: 

«i=m q m-l n% 

i-iy ^ a e {as)+{r+l)C =0{mod.p,) 

8=1 s r-Q-^1 r+1 

Valendoci ora dell'identità: 
otteniamo sostituendo : 

.^ ^»* s=:m g+1 m—1 

(-1)2 .S, + i-iy+i ^ as e (as) + 

r-9+l 8=1 r-s 

+ (>-+l)C"' sO mod. i> 
ed essendo 5^ = nell'ipotesi g<r: 

s=m g-Hl m— 1 

(-l)«+i X as e (a,) + 

8=1 r— g 

(r+l)C"' =0 mod. p. 

Vediamo con ciò che se la relazione di cui si 
tratta, sussiste per un certo g<r esse sussisterà 
pure per g -f- 1, ed avendo provato che essa vale 
per g = 1, 2 si conclude che avrà luogo per qua- 
lunque valore di q^r. 

Per g = r si ottiene dalla (1): 

s=zm r m-l m 

{—ly ^ a e, {as) + {r + l)C =0(mod.») 
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e notando che è pure: 

tn—l 

C as ==- S[ — Us , /Si = mod.^ 

sostituendo si ha: 

( - r/.+ i Sr+i + {r + 1) C'^^ = mod. p. (4) 

Facendo ora a^ = 1, «2 = 2, . . . am = p —l dove 
p è numero primo, per le dimostrazioni precedenti 
sappiamo che : 

S^i « /Sg ^ S^3 - . . • - Sp^2 = mod. p 

e quindi, facendo successivamente 

r=l,2,3,...(p-2) 

sì ricava dalla (4): 

2 ' 

-S, + • 3.C*'~^sO[ 

^ > mod. p (5) 



quindi in fine: 

2 3 p-2 ^ 

3.^ Indichiamo ora con a uno qualunque idei 

Digitized by VjOOQ IC 



58 Capitolo terzo. 



numeri 1, 2, 3, . . .(p — 1). L'espressione: 
(a-1) (a~2)...(a-(i>-l) 

è evidentemente nulla tale essendo uno dei suoi 
fattori e sviluppando si ottiene: 

p-\ ^p-i P-2 pi i>-3 

a — Ci .a +C; .a ■—...+ 

Ma d'altra parte sappiamo che: ^ 

«)— 1 p— 1 p— 1 

e ^C =...=C =0 mod. p 

1 2 p-2 '^ 

per cui si ottiene la congruenza: 

j>-i ^ c''~^ = mod. p (1) 

P — 1 

che deve sussistere per a — 1, 2, . . . (^ — 1\ 
Per a= 1 la (1) diventa: 

p-i 
1 -4- C =0 mod. p 

che esprime il teorema di Wilson. 

p-i 
Sostituendo ora nella (1) a C il suo resto 

p-i 

mod. p si ottiene: 

^p-i _ 1 = mod. p 

vale a dire il teorema di Format. 
Facendo ora a = 1, 2, . . . f^? — 1) si ha: 

ip-i - 2^-1 = . . . = Cp — l)i?ze-ÌyS(lGinod. p 
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e si coQclude quindi che " il più piccolo esponente 
n pel qtmle le potenze n^««'w« dei numeri 

l,2,..Jp^\) 

sono congrue alV unità mod. p è (p — 1) „. 

Dopo ciò si dimostra subito che se m è multi- 
plo di p — 1 si avrà: 

\m = 2*'i ^ ,,Jp -^ l/« s 1 mod. p 

e reciprocamente. La prima parto è pressoché evi- 
dente: quanto all'inversa basta osservare che se m 
non fosse multiplo di {p — 1) si avrebbe: 

m=^k{p — l) + r, r<(p — 1) 

e quindi da: 

1 Mp-iH-r s 2^(^-iH-^ s . . . = 
^(p- l/(p-i)+'- = 1 mod. p 
seguirebbe: 

ir = 2'* = . . . = (p — 1/* s 1 mod. p 

il che sarebbe in contraddizione con quanto si è 
dimostrato relativamente a (p — 1). Si può fare 
osservare che si avrà: 

lA(p-l)+r = ir ^ 2*(P-l)+r = 2'* , (p — l)^(l>-l)+r = 

= (p — 1/ mod. p 
essendo r < (p — 1), e che sarà pure : 
Sm-ip-— 1), mod. p 

secondochè sarà m divisibile o no per (p — l), 
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Tutto quanto abbiamo dimostrato relativamente 
al sistema di residui 1, 2, 3, ...f^J — 1) si può 
pure estendere al caso di un sistema di numeri 
qualunque congrui rispettivamente ai numeri 

1, 2, ... (2, - 1) 

secondo il modulo p: per ciò basta ricorre al teo- 
rema 4.^ del Cap. II. 



Esercizi. 



1.® Se a, n, k sono numeri interi e positivi e 
con Sn (a,k) si indica la somma delle potenze ìi^sime 
dei primi a . k numeri interi, sussiste la relazione : 

Sn (a ,k]~^k Sn (a) mod. a. 

2.^ Se a, &, e, . . . Z sono numeri primi tra loro 
due a due ed u è pure intero e positivo, dimo- 
strare che: 

SnUl,b.C^,.l} Snia) Snih) _ Sn {l) 

{a,b .e .. J) a b ' * ' l 

è un numero intero. 

3.** Dimostrare che, essendo a, m, a numeri 
positivi Sm (a") è divisibile per a« ^ 

4.° Se a, 6, e, . . . Z sono numeri primi tra loro 
due a due ed n, a, p, y . . . > numeri interi posi- 
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tivì arbitrari, dimostrare che: 

S2n{a^.h^ .cr ,., l^) _ S2n(a) __ S2n (h) 

a"" .b^ .cv .,.P- a b 

_ &n il) 

è un numero intero. 

5.° Se con Sn s'indica la somma delle potenze 
n^sime (jgi numeri non superiori a p^' e primi con 
esso essendo p numero primo dispari, dimostrare 
che sarà: 

Sw = ®(p''; mod. p^ 

se w è multiplo di {p — 1) 
ed 

Sn ^ mod. p'' 

se n non è multiplo di (p — 1). 

6.® Indicando con Sn la somma delle potenze 
n^sime Jei numeri inferiori a 2'' e primi ad esso, 
si ha: 

Sn = mod. 2^ 

se n è dispari, ed 

Sn- :2»'-i mod. 2" 

se n è pari„. 
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CAPITOLO IV. 

CONaRUENZE BINOMIE. (*) 



1.*^ Pel teorema di Permat la congruenza 
xP-^ = 1 

è verificata da qualunque valore di x purché non 
sia multiplo di p. 

Fra gli infiniti valori che la soddisfano si con- 
viene di chiamare radici quelli minori del modulo 
p al quale essa è riferita, vale a dire i numeri 
1, 2, 3, . . . fp — 1), i quali costituiscono il sistema 
completo di residui che, d'ora innanzi diremo di 
1.** grado. 

Nel capitolo precedente abbiamo dimostrate al- 
cune proprietà dei residui di primo grado, che è 
quanto dire delle radici di ar^~i s 1 : ora passe- 
remo a dimostrare proprietà analoghe per le ra- 
dici di ^'^ s 1 dove n è un numero qualunque 
congruo mod. {p — 1) ad uno dei numeri 

1,2,3, ... (p-2\ 



(*) Le congruenze che 8^ incontrano in questo capitolo, 
ove non abbiano alcuna indicazione relativamente al mo- 
dulo, sMntendono sempre riferite al ^mpjplg^ fumerò pri- 
mo dispari. 
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Troveremo che tali radici sono in numero di o 

essendo 5 = /) (p — 1, n) e diremo che esse co- 

» — 1 
stituiscono un sistema di residui di grado ^— r — . 

Consideriamo adunque la 

x^^ ^ 1 (1) 

e supponendo che n soddisfi alla condizione già 

p — l 
citata, poniamo per semplicità — i^ — = g. 

ò 

In seguito ai risultati ottenuti al § 2,^ del Ca- 
pitolo III e mantenendo le stesse notazioni, ab- 
biamo: 

Sn =1»» -+2" +... + (p — 1)'» =0 
S2«=12« +22« +...4-(p— 1)2« ^0 

Sq,n = 1^-'» -I- 2'?-" +■ . . . i (p — l)fl'-« ^p — 1 

essendo g.n il w. w.c di n e [p — 1). 

Fra i resti delle potenze 1** , 2*» , . . . (/> — \Y ve 
ne sieno [^^ eguali a pi, f^2 a P2i • • • f^»' a P^. Avre- 
mo allora: 

Sn =H'h + 1^2 P2 + . . . + l^y . py = 
Szn = 1^1 Pi^ + 1*2 P2^ + • • . + H^v Pv* = 

S^y n = w-i Pi^ + {^2 P2« + . . . -f [Ay p = jp — 1 

e sommando per colonne: 

.-1 p'-l 

1^1 . Pi + . . . + [Ay py — Sz^bT^feOgfc) 

Pi — 1 pv — 1 
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Consideriamo il termine generale del primo mem- 

Po — 1 

bro di (2) {A . p — e supponiamo p > 1. 

p — 1 

Essendo p residuo di una potenza n^^"**" è: 
ps a*» 

e quindi: 

p«? = a»? , pff — 1 = a»9 — 1 

essendo a uno dei numeri 2, 3, ... (p — 1): ma 
g ,n è multiplo di 2? — 1 e quindi pel teorema di 
Format a?» — le così pure p^ — 1 sarà multiplo 
di p assieme al detto termine generale, essendo il 
denominatore inferiore ape quindi primo con p. 
Da ciò si deduce che la (2) non potrebbe sus- 
sistere se tutti i resti p fossero diversi da 1 poiché 
allora tutti i termini sarebbero multipli di p^ men- 
tre la somma è congrua a ^ — 1. Ammesso ora 
che sia Pi = 1 ed indicando con j^i il numero di 
detti resti eguali all'unità, avremo: 

S2n = 1^1 + 1*2 P2^ + • • • + l*»' ?y^ - 
Sqn ^ [*i + 1*2 P2* ■+- • • • ^^9 ^ P - 1- 

V 

Sommando per colonne ed ommettendo i ter- 
mini corrispondenti a pg, P3, ... py che come ab- 
biamo già visto sono multipli di p, si ricava: 

g . {Aj = p — 1 
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6r> 



e quindi: 






ed essendo !^i<jo, 5<p vi ha infino o = a^. 

Abbiamo così il 

Teorema. ** Fra i numeri 1, 2, ... (2? — 1) ve ne 
sono S le potenze n^sime ^q{ quali sono congrue 
all'unità, od in altre parole che la congruenza (1) 
ammette radici Se in particolare n è primo con 
p — 1 vi ha una sola radice e questa è F unità ; 
mentre invece se S = n la congruenza in questione 
ha tante radici quante unità il suo grado, y, 

Esempio, p = 13, w = 8 5 = 4. 

Facendo le successive potenze dei numeri 
1, 2, 3, ... 12 e prendendone i resti mod. 13 si 
ottiene il seguente quadro: 



2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, IO, 11, 12 

4, 9, 3, 12, 10, 10, 12, 3, 9, 4, 1 

8, 1, 12, 8, 8, 5, 5, 1, 12, 5, 12 

0, o, y, X, y, «7, 1, y, «5, o, 1 
1, 6, 9, 10, 5, 2, 11, 8, '3, 4, 7, 12 
1, 12, 1, 1, 12, 12, 12, 12, 1, 1, 12, 1 

11, 3, 4, 8, 7. 6, 5, 9, 10, 2, 12 

9, 9, 3, U 3, 3, 1, 3, 9, 9, 1 

5, 1, 12, 5, 5, 8, 8, 1, 12, 8, 12 
10, 3, 9, 12, 4, 4. 12, 9, 3, 10, 1 

7, 9, 10, 8, 11, 2, 5, 3, 4, 6, 12 

1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1 

SCXBPIS. D,g,l,zedby Google 



66 Capìtolo quarto. 



dal quale appare manifesto che la congruenza 
a?^ s 1 mod. 13 ha quattro radici e precisamente 
1, 5, 8, 12. 

Parimenti la a?^ s 1 mod. 13 ha per radici 1, 5, 
8, 12 mentre la a^ s 1, rr^ « 1, x^'^ e 1 hanno la 
sola radice 1. 

E bene notare che il detto quadro si ottiene fa- 
cilmente osservando come i resti di 3.o grado si 
ricavano moltiplicando quelli di 2.® per quelli 
di 1.®, i resti di 4.® moltiplicando quelli di 3.° per 
quelli di 1.® e così via di seguito. 

Facciamo ora n = S . v e sia r radice di o^^ ^ \ : 
essendo in quest'ipotesi r^ s 1 sarà pure (r^y s l 
cioè r*» = 1 , ed r sarà pure radice di a?» s 1 e 
quindi tutte le S radici di a:'^ = 1, saranno pure 
radici di a?»» s 1 , e siccome anche quest' ultima 
congruenza ha S radici, cosi le due congruenze 
sono equivalenti. 
2.« Siene: 

le radici di a?» = 1 e rappresentiamo con «^ uno 
dei numeri 1, 2, 3, ... (p — 1) non compreso in ao). 
I prodotti: 

ai) «1 . n, a^ rg, . . . «i n^ 

ninno dei quali può essere congruo a zero, saranno 
pure tra loro incongrui e le serie Uq) ai) non po- 
tranno avere alcun termine in comune. 

Infatti da a^ rk ^ «i rx seguirebbe rk = rx il che 
non può essere, e similmente da rk ^ «i rx innal- 
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zando alla potenza n^s*»^^: 

n n 

r = ai« . r 



e per essere 



n n 

r s r, = 1 



si avrebbe infine: a^" = 1, cosa insussistente poi- 
ché allora sarebbe a^ radice di a?'» = 1 e si tro- 
verebbe in ao\ Oltre a ciò le potenze n^sime jgì 
numeri aj) saranno congrue tra loro. 
Infatti da: 

r%l (i=U2, ... a) 

si deduce: 

(air»)" = «i« (i = li2, . . . 8). 

Se i resti di Uq), Ui non esauriscono il sistema 
di residui di primo grado, sia a.^ uno dei rimanenti. 
I termini della serie: 

tra loro incongrui e niuno dei quali è congruo a 0, 
avranno invece congrue le loro potenze n^s*^e 

Oltre a ciò uà termine di «2) ^^^ potrà essere 
congruo ad alcun termine di ao\ ^ così pure non 
potrà sussistere in alcun modo la a^ r^ = ag ta , 
poiché nel caso contrario se ne dedurebbe 



n n 
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determinando com'è possibile (Cap. II, § 4,^) ^^ 
in modo che sia 

«2 s a^ . a?i 

e sostituendo, tenendo presente che è 

n »* -n" ~^ 1, 

si ricaverebbe 

ed infine x^ -= n* sarebbe radice di or** ~ 1 e quindi 
*2~^'»*ii v*l® ft dire «2 compreso fra aj) contro 
l'ipotesi. 

Se i resti ao\ aO, a2) non esauriscono il sistema 
1, 2, 3, ... (p — r, sia «3 uno dei rimanenti: si 
dimostrerà allora parimenti che il sistema: 

ha tutte le proprietà dei precedenti. Procedendo 
a questo modo è palese che si arriverà in fine ad 
un resto olq-^^ tale che i certi: 

aq-i) ^q-i . ri, xg-i r^ ... «g-i . rS 

in unione ai precedenti esauriranno il sistema di 
residui di 1.® grado, vale a dire i numeri: 



«1 ri, ^i r^, 


... n5 
. . . ai nW 
( 


«ry-iri, oc^-ir.^, . 
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saranno congrui, benché in altro ordine , ai nu- 
meri 1, 2, ... (p — 1.) 

Si noti che essendo q .o--=p — 1, si ha 

Poniamo ora: 



(*i n>=(«i ^2)"= . • . (*i rd)''^^2 1(2) 



Essendo i numeri (1) congrui ai numeri 1, 2, 
... {p — ì\ i resti delle potenze n^^*^^ dei nu- 
meri (1) saranno congrui, benché in ordine diverso, 
ai resti delle potenze 1", 2", . . . (jo - 1" e quindi 
dalle (2) si ricava il 

Teorema. " I resti delle potenze n^«*''»^ dei nu- 

»— 1 
meri 1, 2, ... p — l, sono in numero di g= — g - 

e ciascuno di essi é ripetuto S volte: essi sono i 
numeri Pi, P2, •-. P*. « 

L'esempio citato pel teorema del paragrafo pre- 
cedente serve anche in questo caso. 

3.^ Restando fisso il significato del simbolo /Sn, 
abbiamo : 

Sn = 2 / +2 (a^ nY' H- . . . ~h 2 (a^_i n^ . 
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Ma per le (2) del paragrafo precedente: 

e quindi: 

S^« =HPi +P2 + • • . +fff) = ^ . Si 

Sg,n = 8 Ipi? + p2« 1- . . . p* ) = 8 . Sj . 

Q I 

Ma (Gap. HI, § 2) si ha: 

Sn— S'ìn = . . . = S{q—l)n =0, /S^.i» = Sp—i =p — 1 

e quindi essendo ^<p si deduce: 

P - ^ 

Si = S, = . . . = Sq^l^O, Sq = — — . (3) 

Rappresentando ora con Cr la somma dei pro- 
dotti r ad r dei g residui pi, P2> ... Pg, si po- 
tranno stabilire, con ragionamento identico a quello 
usato al 2.® paragrafo del capitolo precedente, le 
relazioni : 

82 +2C2= j 

-S3 ^-3c3^0 ( (4. 



I 
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delle quali in base alle 3; si ottiene: 

Cj = C3 = . . . Cq-l =0, Cq= — [— \Y . (5) 

Esempio. Dallo schema del § 1.® risulta che i 
residui di 8.** grado sono i numeri 1, 3, 9 pei quali 
si ha: 

§1 = 1 + 3 4-9 = 0, Sa = 1 + 9 f 81 = 0, 

§3 = 1 +27 -f 129 = ^ = 3 mod. 13 
4 

C2 = 1.3 + 3.9+1.9 = 0, 

C3 = 1.3.9 = -(- 1)3 = 1. 

Dopo ciò innalzando alla potenza q, dalle 2j 
si ha: 

qn 



ed essendo 

jo-1 

g.w= — g — .w 

multiplo di 'p — 1), pel teorema di Permat sarà: 
e quindi : 



q 
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il che ci fa vedere che i residui pi, pg» ••• ?q 

vale a dire i residui di grado n sono radici di 

^*- 1. 

» — 1 
D' altra parte essendo q = -^ — un divisore di 

ò 

p - 1, la predetta congruenza ha precisamente q 
radici, le quali ci forniscono il sistema di resti 
che si ottiene dalle potenze 1»*, 2'», ... (p — 1)" 
il quale rimane quindi invariato per tutti quei va- 
lori di n pei quali è D p — 1, w, = 5. 
Dopo ciò, essendoché i resti di 

1«, 2»», ... fp — 17» 

coincidono con i resti di 1^ , 2^^ , . . . f^ — 1)^ , chia- 
meremo sistema di resti di grado S, il sistema di 
residui prodotto dalle potenze 1** , 2" , ... (p — 1 **. 
Kiassumendo quanto si è dimostrato, vediamo 
che indicando con 2 il m. e. d. di n e {p — 1), ab- 
biamo stabilito che: 

a) La congruenza a?" — 1 ammette ò radici 
ed è equivalente alla a?^ — 1. 

b) I differenti residui della serie 

1'», 2«, ... (p — l/» 
sono in numero di q = - - — -, ciascuno di essi è 



ripetuto ^ volte e coincidono con le radici di 

^ ^ =1. 

e) Il sistema di residui di 1" , 2" , ... (p — 1)" 
è lo stefiso del sistema di residui di 

l^2^ ...(p-i)s. 
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d) Le radici di x^ = \ sono residui di 
p^i p-i p—i 

1 ^",2 <^', . . . p-lp~ 

e reciprocamente i residui di 

1^2^ , . .(p - l)^ 
sono radici di 

a? ^ = 1. 

Oltre a ciò le formule (3), (4), (5) fanno vedere 
che le proprietà dimostrate al Capitolo precedente 
pei resti di l.** grado 

(radici di a?p-i = l) 
si estendono pure ai resti di grado S 

(radici di x '"^ = 1/. 

Se ora è S^= 1, vale a dire se n è primo a 
(p — 1), la congruenza a?" : 1 avrà una sola ra- 
dice, vale a dire l'unità; ed i resti delle potenze 
I*» , 2** , ... p — l)** essendo in questo caso radici 
di .rp-ii~l saranno in numero di (p - 1) e coin- 
cideranno, astrazione fatta dall'ordine; con i nu- 
meri 1, 2, 3, ... (^— 1). 

Osservando lo schema alla fine del § 1." si trova 
la conferma di quanto si è dimostrato. 

4.® Sia a uno dei numeri 1, 2, 3, ... {p—\) 
e consideriamo la serie di potenze: 

a, a^, . . . a^~i 
l'ultima delle quali è congrua airunita?' 8 
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Il più piccolo esponente n (diverso da zero) pel 
quale si ha a;^= 1, si dice Vesponente al quale ap- 
partiene a secondo il modulo p ; si dice anche che 
se n è il più piccolo esponente pel quale sia a** = 1, 
a è radice primitiva di ^^ = 1 ; se poi è n - p — 1 
chiamasi a radice del numero primo p. 

Lemma 1.** ** Se a appartiene all'esponente n ed 
è pure a*^^ I, sarà m multiplo di n. „ 

Ammesso infatti che ciò non sia, si avrà: 

wi = n.g-f-r, r<n 
e quindi: 

Ma per ipotesi a'^ = a'*=l e si deduce quindi 
a'=l contro quanto si era supposto che n fosse 
il più piccolo numero pel quale si aveva a*^=l. 
Sara quindi r = o. 

Da ciò segue che essendo sempre pel teorema 
di Format a^-^ = l, sarà jo — 1 multiplo di n. 

Esempio. ^ Posto p = 13, a = 3, si trova w = 3 
e si riscontra che i valori di m pei quali 3"* = 1 
sono precisamente 6, 9, 12 multipli del 3. 

Lemma 2.® " Se a appartiene ad w, a*» appar- 
tiene all'esponente (w:o) essendo S = D(w, n). „ 

Sia m' l'esponente di a^: avremo che essendo 
afnm' — 1^ m .m' sarà multiplo di n. 

Ponendo m = 3 . a n = S . v ne risulterà che 

dovrà essere divisibile per S . v, vale a dire [t- . in' 
divisibile per v, ed essendo w-, v primi tra loro, 
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sarà quindi m' multiplo di v. Da ciò si ricava che 
se è a^"* ' ^ 1, ni e multiplo di v e reciprocamente 
dalla qual cosa si conclude che v vale a dire n : 3 
è il più piccolo numero pel quale si abbia 

cioè l'esponente al quale appartiene a"*. 

Se S == 1 si ha v = ^ ed a*^ appartiene all'espo- 
nente n. 

Esempio. " Posto p=ÌS troviamo che 4 appar- 
tiene all'esponente 6 e quindi 4^ — 3 appartiene a 

-| = 3, 4«=12 a I =2, 4^ = 9 a j = 3 e 

4^^=10 a ?--=6. 

Corollario. " Se a appartiene all'esponente n, 
tra le potenze a, a^ a^ ... a^ una almeno appar- 
terrà all'esponente d divisore di n. „ 

n 

Infatti a^ appartiene all'esponente 



-(-3- 



Lemma 3.** " Se i numeri «i, a.^ appartengono 
agli esponenti w^, ^2) ^^ prodotto appartiene al- 
l'esponente Hi . n2 solo qualora n^ , n2 sieno primi 
tra loro. „ 

Essendo intanto (ai . ag)**'"» = 1 pel Lemma 1.** il 
prodotto «1 . «2 apparterrà all'esponente ni.n^ o 
ad un suo divisore che, come è lecito, suppor- 
remo scomposto nel prodotto n/ . n^' essendo ti/ 
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divisore di nj ed ng' dì Wg. Avremo intanto: 
(ai . «2 '"«'•"«' = ai< ""^ . a2*»>'-'*2'= 1 

e ponendo: 

Ui'.nì =^q e innalzando a q : 

Ma qn{ = n^ per cui : 
ed essendo per ipotesi ai«i = l si avrà: 

a,^n,.n^ = 1 

ed appartenendo ag airespouente n^, primo con n^ 
e dovendo essere pel Lemma 1.** Wi . n^ divisibile 
per ^2 sarà n^' = n^. Avremo allora : 

ai'»''-"2 . ag**»'"* - 1 

ed essendo «2*** - 1 » sarà ai**!'-"'^ z: da cui si de- 
duce nello stesso modo n/--=ni(*). 

Corollario. ** Se «i, ag, . .. «r appartengono agli 
esponenti Wi, n^^ ... ^r primi tra loro due a due, 
il prodotto ai, ag, ... a,- appartiene all'esponente 
ni . n2 ... nr. »» 

(*) Se Hi, ?i2 non sono primi tra loro e so ne indica con 
^ il m. e. d. sarà evidentemente: 

senza che per questo si possa dire che ai . a^ appartiene a 
«1 ih 

Digitized by VjOOQ IC 



Congruenze binomie. 77 



Esempio. " Per p=lS^ 3 appartiene all' espo- 
nente 3, e 5 air esponente 4 per cui 3.5 = 2 ap- 
partiene all'esponente 3 . 4 = 12. „ 

Lemma 4.® " Se le radici ri, rg, . .. r3 di ^'^ ~ 1 
appartengono rispettivamente agli esponenti 
//i, w^, ... nd ^ uno di essi sarà il m. m. e. dei 
numeri Wi, n^^ . . • ns, „ 

Sia infatti m^pi^^.p/* , .. il m. m. e. di Wi, 
W2, . . . n/i, scomposto nei suoi fattori primi: segue 
dalla regola per la formazione del m. m. e. che 
pòi P'2^ì ' • • compariranno come divisori in qual- 
cuno dei numeri n. 

Supponiamo che pi^» si trovi in nj. Allora poi- 
ché ri appartiene ad ^i, segue dal corollario del 
lemma 2.® che una delle potenze di ri e quindi 
una delle radici in questione apparterrà all'espo- 
nente pi^»: (*) sia questa r/. Similmente si troverà 
una radice r./ appartenente a p^^ e così via di se- 
guito. 

Ma Pi'^yPt^ sono manifestamente primi tra loro 
due a due per cui, in virtù del precedente corol- 
lario, il prodotto ri' .r<jl ... [che è pure congruo 
ad una radice di x^ = 1 poiché 

(ri'.r2'...)'' = (n)''.(ri)'' = ... = l] 

apparterrà all'esponente pi^-^ . p^* . . . Una radice 
di x'^ EE 1 appartiene cosi all'esponente m, cioè m 
si trova tra i numeri Wi, n^» . • . nò. 

Dopo ciò possiamo enunciare il seguente 

(*) Infatti è manifesto che se r è radice di a^ s 1, una 
potenza qualsiasi di r ce ne darà una soluzione, ed il suo 
resto rispetto al modulo, una radice. ^ . 
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Teorema. " Tra le radici di x^^ = l dove ò è di- 
visore di i? — 1, ve ne sono ^ (5) appartenenti al- 
l'esponente S, cioè primitive. „ 

Siene infatti nj, %, ... nd gli esponenti ai quali 
appartengono le radici; tra di essi ve ne sarà uno 
che indieheremo con m e che sarà il loro m. m. e. 

Avremo allora: 

m 
y^m = ^2*^ = . . . r ^ = 1 

Ma m non può essere minore di S poiché al- 
lora la x^^l ammetterebbe un numero S di ra- 
dici superiore al suo grado m, e siccome è già per 
ipotesi : 

ri^ = rg^ = . . . r^ ~ 1 

e quindi o multiplo di m essendo m l'esponente 
al quale appartiene uno dei numeri r, si conclude 
che dovrà essere m = S 

Fra le radici A\ cv^ = ì ne esiste dunque una 
appartenente a o e che indicheremo con g. Le 
potenze: 

ff,ff^.--ff^ (1) 

sono tutte tra loro incongrue mod. p: infatti am- 
messo che fosse 

ne seguirebbe g^^^ = 1 e quindi essendo \ w. due 
numeri qualunque della serie 1, 2, ... 8, si con- 
cluderebbe che g appartiene ad un esponente mi- 
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nore di 8 contro Tipotesi. Oltre a ciò le potenze (1) 
sono altrettante radici di cc^^ ~ 1 poiché si avrà : 

qualunque sia \ e quindi il sistema (1) coincide 
con quello delle radici di ^*^ = 1. 

Ma pel lemma 2.*' tutte quelle potenze di g il 
di cui esponente è primo a o appartengono a 8, 
per cui resta dimostrato che il numero delle ra- 
dici primitive di x^"^ = 1 è dato da <p (8). 

Da quanto precede risulta che la soluzione di 
una congruenza o?^^ -: 1, sta tutta nella determina- 
zione di una sua radice primitiva qualsiasi, poi- 
ché, nota che essa sia, le successive sue potenze 
ci somministreranno tutte le altre. 

5.^ Nella teorica dei numeri hanno grande 
importanza le radici primitive della congruenza 
^p-i ~ 1 le quali si chiamano anche radici primi- 
tive del numero primo p. 

Per la determinazione di tali radici non si co- 
nosce algoritmo ben determinato, ma furono sug- 
geriti due metodi; uno che si potrebbe chiamare 
di successive eliminazioni e l'altro di successive 
approssimazioni. (*) Daremo un esempio del primo. 

Sia da determinarsi una radice primitiva di 19. 
Scriviamo in una linea i numeri naturali dalF 1 
al 18 e sotto in un'altra linea i loro residui qua- 
dratici che calcoleremo facilmente tenendo conto 
che due numeri complementari rispetto al modulo 



• Sbrret, Algebre Supérieure. Sezioie 3.», N 818. 
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danno lo stesso residuo. 

1, 2 8, 4', 5', 6', 7', 8, 9', 10, 11', 12, 13, 

14, 15, 16', 17' 18'. 

1, 4, 9, 16, 6, 17, 11, 7, 5, 5, 7, 11, 17 

6, 16, 9, 5, 1. 

Intanto i numeri 1, 18 essendo radici di a?*=l 
sono da eliminarsi e così pure i numeri 4, 9, 16, 
6, 17, 11, 7, 5 che come residui quadratici soddi- 
sfano alla congruenza 

Rimangono così i termini: 

2 3, 8, 10, 12, 13, 14, 15. 

Determiniamone i residui cubici moltiplicandoli 
per i loro residui quadratici, essi sono: 

8, 8, 18, 12, 18, 12, 8, 12. 

I residui cubici 8 e 12 sono da eliminarsi es- 
sendo essi radici di 

18 

ai'^' = 1 

per cui rimangono i numeri: 2, 3, 10, 13, 14, 15, 
i quali essendo in numero di <p (18) = 6 cioè tanti 
quanti sono i numeri inferiori a 18 e primi con 18, 
ci daranno le radici primitive richieste. Infatti 
essi sono congrui benché in altro ordine ai resti 
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delle potenze 

2, 2^ 2\ 2", 2'\ 2^' 

essendo 1, 5, 7, 11, 13, 17 i numeri inferiori a 18 
e primi con 18. 

6.® Sia g una radice primitiva qualunque del 
numero primo p: per quanto si è dimostrato i 
numeri: 

g\ g^...gP'^ 

sono congrui mod. p e benché in altro ordine ai 
numeri 

1, 2, 3,...>-r. 

Segue che se n è un intero qualunque non mul- 
tiplo di p^ si potrà sempre determinare uno ed un 
solo esponente À < p pel quale si abbia : 

n = g^ , 

All'esponente X si dà il nome di indice del nu- 
mero n rispetto alla base ^ e si scrive: 

X = (ind. wV 

ommettendo l'indicazione della base g qualora 
non vi sia a temere equivoco. 

Osserviamo intanto che tutti i numeri n con- 
grui tra loro mod. p^ ammettono manifestamente 
lo stesso indice. Oltre a ciò se X' = X -h A; (p ~ 1) 
si ha: 

g^' = gK{gP''^)^ 

e poiché gp'^ = 1, si ottiene 

^ ~^ DigitizedbyGoOQle 
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per cui possiamo considerare come indice di uq 
numero w, qualunque numero X' congruo a X mod. 

Ciò premesso, essendo pel teorema di Fermai: 



gP- 



i^l=\g2\^] (/2'_i)^0 



uno dei due fattori del 2,^ membro dovrà essere 
divisibile per p^ e non potendo essere 



p-i 
9' -1^0, 



poiché ciò contraddice all' ipotesi di g radice pri- 
mitiva, sarà 



p— 1 
9^ +1 sO, 



Cloe : . 



^ = md.(-l). 

Qualunque sia la base g. i numeri 1,-1 hanno 
quindi costantemente per indici {p — 1) e ^^— ^ — . 

TJn sistema di indici relativamente ad una data 
base, gode di proprietà del tutto analoghe a quelle 
dei logaritmi. 

Teorema 1.^ " L'indice di un prodotto è congruo 
mod. (p — 1) alla somma degli indici dei singoli 
fattori. „ 
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Sieno \ A' 
sarà: 


gli indici di a, a': per definizione 




a = g^ 
a'^g^' 


e quindi: 






a.a'^g^+^' 


cioè: 




A + X' 


' = ind. (a . a') mod. (p — 1). 


Esempio : " Per jo = 19 si può porre ^ = 2 e si 
trova che essendo 15, 10 gl'indici di 1^, 17 sarà 




15-1 10^7 mod. 18 


l'indice di 





12 . 17 ^ 14 mod. 19. ^ 

Teorema 2,^ "L'indice di una potenza è con- 
gruo mod. (p — 1) al prodotto dell'esponente per 
l' indice della base. ,$ 

Sia X indice di a. Sarà pure 

a^g^ 
e quindi elevando a potenza intera n: 

cioè: 

^ . X = n . ind. a = ind. (a*») mod. (p — 1). 

Esempio: ."Peri>=13 si può porre ^==2 e, 
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si trova che essendo 8 l'indice di 9, sarà 

8.3 = mod. 12 
l'indice di 

93=1 mod. 13 
e così pure essendo 11 l'indice di 7 sarà 

11.4 = 8 mod. 12 
l'indice di 

7* = 9 mod. 13. 

Questi iue teoremi si applicano alla risoluzione 
delle congruenze binomie generali come p. e. la 

a)» = a. (l) 

Sia infatti o una radice di (1): sarà 
r,» = a 

e prendendo gii indici dei due membri: 

n . ind. ri u ind. a mod. (p — 1) 

per cui se TQ è radice di (1}, il minimo valore po- 
sitivo di ind. y] sarà radice di: 

n ,XZ2 ind. a mod. (p — 1). (2) 

Inversamente da una radice della (2; se ne ri- 
cava una per la {l\ per cui la soluzione di (1) si 
può fti dipendere dalle (2) purché si abbia a pro- 
pria disposizione una tavola di indici rispetto alla 
base ff, radice primitira di p. „^,„^^,,, Google 
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Da tale specie di equivalenza tra le (1) (2, si 
Bcorge che lo studio della congruenza binomia di 
grado n mod. p, si può far dipendere dallo studio 
di una congruenza di primo grado mod. (/? — 1). 
Infatti la condizione necessaria e sufficiente per la 
risolvibilità di (1), ed il numero delle radici che 
può ammettere si possono ricavare facilmente 
dalla (2) fondandosi sui risultati del § 5,® Gap. II. i *) 

Esempio : ** Proponiamoci di risolvere : 

a?'2 = 7 mod. 19. (1) 

Supposto che sia solubile ed indicandone con a 
una radice, si avrà: 

ai2^7 mod. 19 
e quindi essendo 6 = 2> (12, 18) 

18 18 

(^12 6=76^1 mod. 19. 

Inversamente, ammesso che sia: 

18 

7« = 1 mod. 19. 

18 

7, essendo radice di x^ =x^^\ mod. 19, compa- 
io 
rirà ripetuto sei volte tra i resti di grado -o"=6 

e così pure tra quelli di grado 6 . 2 = 12 (§ 3, e)) 
per cui la (1) sarà solubile ed avrà 6 radici. Con- 



(*) Si confronti l'opera dello Tchebichef, Teoria delle 
congruenze, egregiamente tradotta in italiano dalla signora 
I. Massari ni. ^ , 
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eludiamo quindi : ** condizione necessaria e suffi- 
cente perchè (1) sia solubile è che si abbia 

18 

7«=1 mod. 19. „ 

Ciò premesso, sia a radice di '^l), ed ri, r2, . . . rg 
le radici di 

0)^^ = 1 mod. 19 

che come sappiamo sono in numero di 

6 = Z)(12, 18): 

è palese che le radici della proposta ci saranno 
date da: 

a.ri, arg, . . . arg. 

Per determinarle valendosi degli indici dei nu- 
meri 1, 2, . . . 18 presi rispetto alla radice primi- 
tiva 2 del 19, si risolve la 

12 ind. a7 = ind. 7 mod. 18 (2) 

ovvero, essendo in questo caso ind. 7 = 6, la 

12 ind a? = 6 mod. 18 (3) 

che si fa dipendere dalla 

2 ind. x=ì mod. 3. (4) 

La (4) come facilmente si scorge è solubile po- 
nendo ind. w = 2 e quindi mentre alla (2) (Capi- 
tolo II, § 5.*^) competono le soluzioni minori del 
modulo : 

2,5,8, 11, 14, 17 
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la (1) ammette in corrispondenza le radici: 
4, 13, 9, .15, 6, 10. 

7.^ Chiuderemo questo capitolo dimostrando 
una interessante relazione dovuta al chiarissimo 
prof. Frattini. {*) 

Ponendo — - — =p\ sappiamo già che: 
g\ g\.. .gK , . gP\ g'^P', g^P' \ . . . 

sono congrui, benché in altro ordine, ai numeri 
1, 2, 3, ... (p - 1) 

e secondo il modulo p del quale è g radice pri- 
mitiva. 

Consideriamo ora il sistema 

[\ + g\ . . . (1 + ^^) . . . ^X^-gp\ 
Essendo : 

sarà: 

r^p'+l) = (^21)' + 1)^2 



(*) Periodico di matematica. Anno VII, fase. III. 
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per coi i rìmanentì tornuni: 

(1 4 ^2p'-i), (1 + ff^p'-^:, (1 + ff^f- ^', . . . 

(i+ffip'-ip'-i)) 

saranno congrui manifestamente ai numeri 
3, 4, . . .(p-1). 
Ma si ha: 

per X = l, 2, 3,...y— 1) 
e quindi prendendo gli indici dei due membri: 
Si ind. (g^p-^ + 1) = 22 {2p' — X) + 
+ XMnd.(l+^^) mod. (p-1). 

Aggiungendo ai due membri di questa con- 
gruenza l'espressione: 

ind. 2 + ^2 ind. (1+^^) 

si ottiene: 

22 ind. (1 -j- g^) + ^X ind. (1 + g^p'-^) + ind. 2 = 

= 2;. {2p' - X) + 2 22 ind. (1 + g^) -f- ind. 2 

mod. (p — 1). 

Il primo membro è la somma degli indici di 
un sistema di numeri congrui mod. p a 



2, 3, . . . (p-1) 

Digitized by LjOOQ IC 



Congruenze binomie. 



e tale somma sarà evidentemente congrua 
mod. (p — 1) 

alla somma 

l + 2-f3 + ... + (p-2)=^^^p-2) = 

^ =p'(2p-l): 
il secondo membro si compone invece di: 

e dell'indice del prodotto: 

2(l+^^)«(l + ^*)*...(l+i^'-V 
per cai sarà: 

ind. [2 (1 + g^)> (1 + g*f . . . (H- gP'-i)*] ^ 

sp'(2y-l)-?^lfc^' mod.rj>-l) 



ed essendo: 

si ottiene infine passando dagli indici ai numeri: 
2(1+/70'(1+^¥...U ^ g' ì'^g' , 
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Con analogo procedimento si trova pure : (*) 



2(l-.^l)2(1^^2^2...(l_/2 )2^^ 



1?«- 1 

8 



Esercizi. 

ì.^ Una congruenza: 

ao ^^ + ai as^-^ + . . . + a»" = mod. p 

si può sempre ridurre ad un' altra nella quale il 
coefficiente del primo termine è l'unità. 

(Cap. Il, § 4. Si suppone che a© ^^^ sia mul- 
tiplo di jo, poiché in tal caso la congruenza si po- 
trebbe abbassare di grado.) 

2.* Una congruenza non indentica di grado m 
riferita ad un modulo primo jo, non può avere più 
di m soluzioni. 

(Indicando con r una radice delle proposte, se 
ne divìda il primo membro per a? — r e si ado- 
peri quindi il metodo d'induzione.) 
3,° Se i? è primo la congruenza : 

0?»» -f- ai x»^-^ 4- . . . h am = mod. p 

dove è 7n>p, può essere ridotta ad un'altra il di 
cui grado sia nlinore od eguale a ;? — 1. 



(*) Come mi comunica il chiarissimo prof. Frattini, la 
precedente relazione può stabilirsi indipendentemente dal 
concetto di indice e di radice primitiva, sostituendo allo po- 
tenze g^ , g-"^ due numeri a ^, coniugati tra loro mediante 
la relazione Euleriana a . /3 =3 l, e seguendo in tutto il resto 
la dimostrazione pubblicatane nel Periodico di matematica 
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(Si divida il primo membro per cdp — x.) 
4.° La condizione necessaria e sufficiente per- 
chè una congruenza 

a?"» + ai ^^'•-1 + . . . V am=0 mod. p. 

abbia m radici è che i coefficienti del resto della 
divisione di o;^ — a? per a?»» + ai x^"^ + . . . + aw 
sieno tutti multipli di p, 

(Per la condizione necessaria si osservi che in- 
dicando con B (x) il resto di grado minore ad m, 
per essere xp — a? = mod. p per ciascuno degli 
m valori che soddisfano la proposta, per gli stessi 
valori dovrà essere J?(a?j=Omod. p, e quindi in 
base all'esercizio 2.® i coefficienti di B (x) de- 
vono essere tutti multipli di p. 

Relativamente alla condizione sufficiente si noti 
che rappresentando con f{x) il quoziente di grado 
p — w, dalle identità xp —x = B(x)~0 mod. p 
si ricava che anche il prodotto 

(0?»» + ai x^'^ + , . , + am)f (.'«?), 

dovrà essere multiplo di p per a? = 1, 2, ... (p — 1) 
e quindi ecc. ecc.) 

5.° Dimostrare il teorema di Wilson basan- 
dosi sul concetto di radice primitiva. 

6.° Dimostrare che la congruenza: 

x'^ ~ 1 mod. n 

ammette un'unica coppia di radici complementari 
rispetto al modulo in ciascuno di questi tre casi: 
1.° se w è potenza di un numero primo dispari; 
2.° se w è il doppio di tale potenza; 3,^se n è 
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eguale a 4. In tutti gli altri casi il numero delle 
coppie di radici complementari è pari. 

7.^ Se si indica con Pil prodotto dei <p (n) nu- 
meri primi ad n e non maggiori di esso, si ha : 

P= — 1 mod. w 

se w è potenza di un numero primo dispari, od il 
doppio di tale potenza oppure eguale a 4; mentre 
invece è: 

P= 1 mod. n 

in tutti gli altri casi. (Teorema di Wilson gene- 
ralizzato.) 

8.® Dimostrare che se si ha: 

a = — 1 (mod. p) 

si ha pure: 

Qjpv-i = _i (mod. p»';. 

9.** Risolvere col metodo degli indici la con- 
gruenza: 

50? = 6 mod. mod. 13. 

(Si trova ^e9 mod. 13.) 

10.^ Risolvere per mezzo degli indici 

00^ _3 mod. 13. 

(Si trova i2?=4, 6, 9, 7.) 
11.® Se ^ è radice primitiva del numero pri- 
mo p e quindi 
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essendo Q<g^''^^ e se si pone: 

dove i coefficienti e sono minori di g ed alcuni 
possono essere nulli, dimostrare che mediante suc- 
cessivi scambi circolari tra i coefficienti, il secondo 
membro dell'espressione precedente assumerà i 
valori 

Q,2Q,SQ,. . .fp-l)(?. 

Esempio ; " p = 7, ^ rr 10, 

Q = 1.105 + 4104 ^ 2.10» + 8.10* + 5.10 + 7 = 



= 142857. 


" Scambiando tra loro circolarmente le cifre 


1, 4, 2, 


8,5,7 


si trova che i numeri: 




1 4 2 


8 5 7 


2 8 5 


7 1 4 


4 2 8 


5 7 1 


5 7 1 


4 2 8 


7 1 4 


2 8 5 


8 5 7 


1 4 2 



costituiscono una progressione aritmetica con dif- 
ferenza 1 4 2 8 5 7. „ 
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CAPITOLO V. 
Residui quadbatioi. 



1.** Abbiamo visto (Gap. IV § 3.^) che i resti 
mod. p delle potenze: 

essendo 5 divisore di p — 1, son in numero di 

p — 1 

^^-— r — e che ciascuno di essi è ripetuto S volte, 

ò 

e si è pure dimostrato che il sistema di tali resti 
coincide con quello delle radici della (»uauuBUtUHft. 

x~^ ^ 1 mod. p. ^ 
Ciò premesso, consideriamo la: 

x^ s n mod p (1) 

essendo n primo con jo, e ^ un numero primo di- 
spari. 

Affinchè la (1) sia solubile è condizione neces- 
saria e sufficiente che n comparisca tra i residui 
delle potenze: 

1», 2*, ... (^ - U , 
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vale a dire che sia un residuo quadratico; e sic- 
come ogni residuo quadratico vien ripetuto due 
volte, segue che, se la (1) è solubile, essa am- 
metterà due sole soluzioni e complementari ri- 
spetto al modulo. 

Ma i residui di 2.® grado sono dati da tutte e 
p-i 
sole le radici di a? ^ e» 1 mod. p e quindi pos- 
siamo concludere col seguente 

Teorema 1.® "La condizione necessaria e suffi- 
cente perchè la (1) sia solubile è che si abbia: 

n ^ s 1 mod. p. „ 

D'altra parte pel Teorema di Format si ha che 
il prodotto: 



(« 






è divisibile per p, e siccome essendo p primo, uno 
ed uno solo dei due fattori può e deve ammettere 
tale proprietà, ricaviamo il seguente 
Corollario. " Secondochè la congruenza 

X* ^ n mod. p 

è no possibile, si avrà in corrispondenza n ^ ^ 1 

oppure 71 2 a — 1 mod. p, ed inversamente. „ 

Questo teorema che ci fornisce un primo criterio 
per decidere se un numero n primo a ^ è un re- 
siduo o un non-residuo quadratico mod. p^ è dovuto 
ad Eulero. rooolr> 
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Facendo la convenzione di attriboire al simbolo 
valore 1 o — 1 secondochè n è un resto 



(7)" 



od un non-resto, il criterio di Eulero viene espresso 
dalla congruenza: 

mod. p ■ 



"^ - (f ) 



Il simbolo I — L che permette di enunciare con 

semplicità ed eleganza diverse proprietà dei nu- 
meri, è stato introdotto da Legendre. 
Teorema 2.^ " Se 

n = n' mod. py 

si ha 



^HjÌ- 



Infatti dall'ipotesi 

n = n' mod. p, 
si deduce 

n ^ =n' ^ mod. p 

e siccome 



(vi- (7) 



mod. p, 
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Mal — l (-— j in seguito alla convenzione fatta, 
hanno in ogni caso il valore 1 od il valore 

per cui dev'essere: 



(7)-(7) 



I numeri quindi appartenenti ad una stessa 
classe mod. p^ hanno quindi il medesimo carattere 
quadratico. 

Teorema 3.^ " Il prodotto di due resti o di due 
non-resti è un resto: il prodotto di un resto per 
un non-resto è un non-resto. „ 

Sia 



(i)-' (7)-^ 



ciò vuol dire che: 



mod. p 



e quindi: 



{nft') -^ = 1 mod. p 



vale a dire: 

^ P I DigitizedbyGoOQk 
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Analogamente si dimostra che se 



e pure 



e che se 






1 



(7)=-(7}(f)- 



1. 



Corollario. ^'Il prodotto di quanti si vogliano 
fattori primi a p^ sarà un resto od un non-resto se- 
condochà il numero dei fattori pei quali il simbolo 
di Legendre ha il valore — 1, è pari o dispari, „ 

I due teoremi precedenti danno il mezzo di 
semplificare notevolmente i calcoli necessari qua- 
lora si voglia decidere del carattere quadratico 
mod. p di un numero n, adoperando il criterio di 
Eulero. 

Si comincierà infatti dal sostituire ad n il suo 
resto r < p, e ciò in base al Teorema 2.® : scom- 
posto quindi r in fattori primi, e trascurando il 
massimo quadrato perfetto divisore di r, si appli- 
cherà il criterio ai rimanenti fattori primi: 

Esempio 

/982 \ _ /72\ /2» . 3'\ /2'^. 3^\ /2^\_/2^\ 
\91 j-l9l) l 91 ) \ 91 j-\9lj-V9lJ- 

2«* Prima di passare ad ulteriori trasformazioni 
dal criterio di Eulero, dimostriamo intanto che 
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qualora w sia congruo mod. p a -^l oppure 2, la 
possibilità delle consegueuze: 

( mod. p 
a?« = 2 ) 

vale a dire il carattere quadratico dei numeri 
— 1, 2, risulta immediatamente dalla forma del 
numero p. 

Teorema 1.® " Secondochè p ha la forma 

44 + 1, o 4k-l 
si ha in corrispondenza: 

Infatti pel criterio di Eulero si ha: 

(4Ìtt)-'-""-''(4T^)-<- »"-'-'• 

Teorema 2.^ " Se 

p = 8k±ì è (— ] = l7 
se 

p^8k±3 è (lj=:~l.. 

Abbiamo dimostrato (Cap. IV, § 7) che indi- 
cando con g una radice primitiva mod. p, sussiste 
la relazione: 

2.(l+^'/.(H-^V...U + ^ M =(7 « (mod.p). 
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1 



Avremo qaindì, usando del simbolo dì Le^ndre: 



e di congruenza: 



8 



. '-f)=(f)" 



P-t 



Ma, essendo g radice primitiva, ^ ^ 
mod. p e quindi ( — | = - 1 per cui sarà 



(1)= 



±1 



^ — 1 
secondochè ^^^~ — è pari o dispari, e cioè, secon^ 
o 

dochè p è della forma Sic ± 1 oppure 8 & ± 3. 

Dalle cose precedentemente esposte risulta che 
la determinazione del carattere quadratico mod. p 
d'un numero n primo a p positivo o negativo, si 
potrà sempre far dipendere unicamente dall'analoga 
determinazione per i fattori primi dispari positivi 
che lo compongono e che compaiono in n con 
esponenti dispari. 

In generale si avrà : 

n = (-lY.2f^.p,^^.p^^ . . 
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e quindi: 
ovvero: 



[j)-{^ì-m 



V 



Quelle tra le potenze del secondo membro, che 
hanno esponenti pari, hanno manifestamente per 
valore Tunità positiva, relativamente alle altre si 
deciderà coi due teoremi precedenti se si tratta 
di — 1 di 2, e col criterio di Eulero per i nu- 
meri primi dispari P\^P2* -- ^cc. 

3.® Sia n un numero qualunque non multiplo 
di p, I prodotti: 

n, 2n, 3n, . . . ^^ . n (1) 

nessuno dei quali evidentemente è divisibile per 
p, sono tutti incongrui tra loro mod. p. 
Infatti dall'ipotesi: 

r w = 8 . n mod. p 

discenderebbe che n (r — s) è divisibile per p, la 
qual cosa non può sussistere essendo p primo con 
n ed r — s anche in valore assoluto <p. 
Indichiamo ora con r^, rg, ^3, . . . ^^-i i resti dei 

"2" 
numeri (1) mod. p\ a^ag^.a^ sieno quelli >^ 

Pi P? • • . P^ i rimanenti, 
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I complementi al modulo p dei restì a. 

(p - «i\ (p — «2)1 . . . (p — «/*) 

saranno in primo luogo tra loro diversi e <-^, 

ed oltre a ciò diversi dai numeri p. 

Infatti, qualora fosse p — a = 8 cioè i? = « 4- P, 
esisterebljero due numeri r, s pei quali si dovrebbe 
avere: 

r . n + s . n = w y + s^ s a f B s (mod. p) 

vale a dire: n(r + s) divisibile per p. 

Ma w è primo a jo e la somma r + sKp appar- 

» — 1 
tenendo r, $ alla serie 1, 2, 3, . . . — - — , e quindi 

non può accadere che uno dei numeri ^ — a sia 

eguale ad uno dei numeri p. 

I numeri p — a ed i numeri p tutti tra loro 

V 
diversi e <— essendo tanti quanti i numeri 

1, 2, 3, ... ^ 



coincidono con questi ultimi benché in altro ordine. 
Avremo così: 

(i> — a,)(^ — o(j) , . . (p— «^)Pi . pj . pi = 

- 1 2 ^~^ 

-1.2... 2 , 

e sviluppando il primo membro ed omettendo i 
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mnltipli di p: 

(-ly-aja, . . . a^.Bjpg . . . p;i = 

» — 1 
= 1.2... ^--T — mod. p. 

Ma essendo «, p i resti dei numeri (1): 

»~ 1 
«1 «2 • • • V • Pi P? • • • P^ - ^ • 2 w . 3 w . . . ^-"5 — . w = 

s 1 . 2 . . . ^-g — . w ^ mod. p 
per cui sostitaendo si ottiene: 

(- l)^.1.2...^^.n2 ^ 

s 1 . 2 . . . mod. p 

e quindi, sopprimendo i fattori comuni ai due 
membri e primi col modulo, e moltiplicando per 
(-l)'*: 

n ^ s(- 1)/" mod. p 

Teorema 1.^ ^ Se si indica con mi quanti sono 
i termini della serie: 

«—1 
w, 2 w, 3 w, . . . . n 



che rispetto al modulo p danno resti > ~^, n sarà 
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no residuo quadratico di p secondochè [i. è pari 
dispari. In simboli: 

Continuando a rappresentare coniai — la parte 

intera del quoziente — , poniamo, facendo per sem- 
P 

plicità p =- — - — , 



2.n=p E(^)+r, 



p' .n=p E\~-\+rp- 
e sommando membro a membro: 

indicando con A la somma dei resti «, con B 
quella dei resti p. 
Ma si ha pure: 

2fp-«) + 2p==^l + 2-f3+... +p' 
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ossia : 

e sottraendo quest'ultima dalla (2) sì ottiene: 



8 



■(» — l)=p(2£(iii|-(.j + 2^. 



Omettendo ora i multipli di 2, e ricordando che 
p = \ (mod. 2) : 

(« - 1) .^^ s ii ^ j^j _ u mod. 2 

e quindi: 

^ = S ^ (^j - (M - 1)^-=^ mod. 2. (3) 
Qualora poi n sia dispari, sparisce il termine 

e resta: 

{x = :Sj&M— ^1 mod. p. 

Teorema 2.® ** Se n è un intero qualunque non 
multiplo di p si ha: 
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oppure: 



(f)-(-.)H?) 



secondochè n è pari o dispari. „ 

Sia ora n positivo, dispari è minore di p. Pel 
Teorema precedente è: 



w-(-i)-i^") 



e cerchiamo di determinare il valore di ^ -É? j -^— j . 
In primo luogo i termini della serie: 

sono tali che ciascuno supera il precedente tutto 
al più di una unità: infatti, essendo X uno qua- 
lunque dei numeri 1 . 2 . 3 . . . p', la differenza 

(X + 1) . n À.n _ n 

P P P 

è minore di 1 e quindi la differenza 

ha costantemente il valore od 1. 
Inoltre il primo termine ha il valore e per 
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r ultimo si ha: 



M^)=^!^^")-*(^+'^)' 



n-1 

— r = W 



essendo appunto n dispari e <p. 

Dopo ciò proponiamoci di stabilire quanti sono 
i termini di (P aventi un determinato valore k 
compreso tra ed n estremi inclusi, e prima in- 
tanto cerchiamo la condizione necessaria e suffi- 
ciente perchè ^1-^ — I sia l'ultimo dei termini 

di (1) con un valore < i = 1, 2, 3, . . . n'. 
Ammesso infatti che: 

poiché nell'ipotesi di p primo ed n minore di /?, 

né l'una né l'altra delle frazioni-^, 

può essere un intero, segue: 



e quindi: 



cioè: 



X<ÌlP<(X+l) 
ti 



=<-^)- 
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Reciprocamente se 

sarà, essendo n primo a jd e A < «, 
. n 



e quindi: 



<Jc<- 



P P 

cioè : 

Segue da ciò che in (1) vi saranno EÌ — ^— j 

termini con valori < ^ e precisamente quelli cor- 
rispondenti a 

e siccome analogamente vi saranno 
termini inferiori a A; + 1, si deduce che 
sarà il numero di quelli eguali ad aSGoogle 
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n — 1 . 
Ponendo per semplicità n' = — - — , in (1) avre- 

mo così: 

£? j — I termini aventi il valore 






1 

2 



^(n^l-^(^). . . * 



,. _ ,(^) 



e quindi: 
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-n^ì + n 



i.,] 



Teorema 3."^ *^ Se n è namero poshiro dìspari 
<Py n larà o no reddiiD quadratico mod. p se- 
condodiè 



p-1 it- 



-— (^) 



h pari dìsparL « 

Il risaltato ottenuto e che si riassume nel Teo- 
rema testé enimciato, sembra a primo aspetto illa- 
g^rìo: infatti ci eravamo proposti di determinare il 

valore dell* espressione ^ EÌ— — le siamo riusciti 

ad esprimerlo solo per mezzo di 2 El-^ — j espres- i 

sione pure incognita e della stessa natura della 
procedente. 

Vedremo però subito che i due ultimi Teoremi 
conducono ad una conseguenza della massima im* 
portanza. 
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Sieno q^p due numeri primi dispari positivi e 
sia q<V\ 

Pel Teorema 3.® ayremo: 

e pel Teorema 2.^ 



z=« 



«1 



e quindi: 



m.,-..-^''(-') 



tì(f)='->--'- 



vale a dire la celebre legge di reciprocità dei nu- 
meri primi intraveduta da Eulero, enunciata espli- 
citamente da Legendre e dimostrata la prima 
volta da Gauss (*). 

In virtù della precedente eguaglianza si con- 
clude : 

a) Se uno almeno dei due numeri q^ p ha la 

forma 4 i + 1, il prodotto ■ -o— • ^—ò — ^ P*"> 



(*) La dimostrazione che qui riportiamo, e che consiste 
nei Teoremi lo, 2o 3o è, meno qualche variante nella tessi- 
tura, tale quale la si può leggere nelle Lezioni sulla teoria 
dei numeri del DiMCtìLBT. ^ i 
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quindi 1 — j . j — 1=1 vale a dire secondochè q è 

resto non-resto di p, altrettanto si può dire di 
p rispetto a q. 

b) Se entrambi i numeri q^ p sono della forma 

4 i + 3, ^—^ — . ^— ^ — è dispari e perciò ( ) ^ 

( — j hanno valori eguali ed opposti; vale a dire 

secondochè q è residuo o non residuo di p^ sarà 
p non residuo o residuo di q. 

Per ben comprendere tutta l'importanza della 
legge di reciprocità, faremo vedere com'essa si 
applichi meravigliosamente alla risoluzione del 
problema che forma l'oggetto di questo capitolo. 

Esempio 1 .^ Determinare il carattere quadratico 
di 739 mod. 1549. 

Essendo i numeri dati entrambi primi, ed avendo 
uno di ésòi la forma 4^+1, per la legge di re- 
ciprocità si ha: /. 

11549/ V 739/ ^' 

(739 \ 
T^jr j è cosi 

ridotta a quello di (■^^^I- 

Ma 1549 s 71 (mod. 739), per cui sarà (§ l.^ 
Teorema 2.^) 

/ 1549 \ / 71 A 
\739J l739J- . 
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H numero 71 è primo, ed applicando nuovamente 
la legge di reciprocità 



\739/ \ 71 / 



(2) 



poiché 71, 739 sono entrambi della forma 4 A -f 3. 
Noto che sia |-yr-) è noto pure (-TÒn^) cioè 

l^x^j e la questione è risolta: cerchiamo quindi 

il valore di l-;^)* 

Essendo 739 s 29 (mod. 71) e 29 numero primo 
della forma 4A+ 1 sarà: 

e così la questione si fa dipendere dal valore di 

l~j cioè da quello di ( — | essendo 13 il resto 

di 71 (mod. 29). 
Ma 13 è numero primo, quindi: 



e resta cosi a determinarsi 

SOARPIS. 



(i) (i)= 

inarsi (I). 



= 1 (4) 



Digitized 



by Google 



L 



114 Capitolo quinto. 



Per essere 29 = 3 (mod. 13; e 3 numero primo: 



(fs) (f)- 



(5) 
per cui altro non rimane che accertare il segno 



^'(f)- 



Essendo ora ( "^ 1 -^ ( q ì = 1 c^^ processo ascen- 
dente si ricava dalle (5), (4), (3), (2), (1): 

/ 71 \ /1^\ ^ _ / 739 \ _ /1549\ _ 
\739/ l739/^~ ' \1549/~\739/"" 

e la quistione è risolta (*). 



(*) Por renderò PeBempìo più efficace, i due numeri pri- 
mi 1549, 739 sono stati scelti in modo che i resti delle loro 
successive divisioni fossero pure numeri primi. La possibilità 
di determinare una coppia di numeri x)rimi soddisfacente a 
tale condizione è conseguenza, come, sarebbe facile dimo- 
strare, del celebre Teorema di Dìrichlet, che resistette agli 
sforzi del Gauss e del Legendre, ma che recentemente venne 
dimostrato in modo ingegnosissimo ed elementare dal signor 
I. ZiGNAGO {Annali di matematica, 1893). 
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Esempio 2.» (^^). 

Scomponendo 365 in fattori primi si trova: 

11847/ 11847/ \1847/ 
Essendo 5 della forma 4^+1, si ha: 

(Tà-,)-m"-(f)=-'. 

dopodiché resta a determinarsi (t^t;;)- 
Essendo 73 della forma 4k + ì^ abbiamo: 
/J3_l (1847^1 ^[22\/ 2 Wll| 

11847/ V 73 ì mi mimi 

poiché 1—1 = 1 (§ 2 Teor. 2.») si conclude: 

U847/ mi hv \nf 

e quindi: 

\1847/ '1847/11847/ ^ iM i; 

365 è dunque un residuo quadratico mod. 1847, 
ed in altri termini la congruenza: 

x^ = 365 (mod. 1847) 
è possibile. r- i 
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ESEBCIZI. 

t .^ La condizione necessaria e sufficiente perchè 
la cangruenza: 

X* = n mod. p^ 

date p è numero primo dispari, sia possibile, è, 
che n sia residuo quadratico di p, nel qual caso 
eef^a ammette due solozionL 
2.** ^'Una congruenza: 

x^ ^ n mod. 2*' 

dove n è dispari ed inoltre v > 3 è solubile solo 
mi allora che si abbia: 

n = 1 mod. 8 

«ci qual caso ammette quattro radici. „ 

3." Posto m = 2" . pi^^ . p^'^ . . . determinare 
la condizione necessaria e sufficiente perchè sia 
solubile la: 

a?2 = n mod. m 

e valutare il numero delle soluzioni che può am- 
mettere. 

4** Risolvere: 

a?2 - 9 mod. 32 
(a? -3, 13, 19, 29). 
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5.® Risolyere: 

a?» = 19 mod. 4913 

(Si noti che 4913 = 17»: 

w ^ 1281, 3632 mod. 4913.) 

» — 1 
6.® ** Se jx = ^-— — e Di, Dg, > ..Dfi sono i 

ù 

residui quadratici di /?, si ha: 
2r [Br - À)-« = jA + (— l)i" . jx . Xi" mod. ^ 

essendo ^ non divisibile per p. „ 

7.** Dimostrare che, se ^ è un numero primo 
e se D, X sono due numeri interi non divisibili 
per p, la congruenza: 

x^ — Dy* = X mod. p 

ammette '^—^ — soluzioni quando la congruenza: 

2f* = D mod. p 

^ + 1 
è risolubile, e ne ammette — - — nel caso con- 

trario. 

(Una soluzione a? = a, y = p si consideri come 
identica all' altra 07 = — a, y = — p opperò due 
tali soluzioni si contino per una sola.) 

8.** Dimostrare che se la congruenza generale 
di 2.° grado e di modulo primo jo. 

ax"^ Arhxy -\-cyi^ ■\'dx-\- ey^-f-^ mod^ljg 
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non è parabolica, se cioè J* — 4ac non è mod. jo, 
essa, in generale, cioè quando 

non è mod. p, ha jp — 1 soluzioni se è iperbo- 
lica, se cioè b^ ' Aac è resto quadratico mod. p, 
e ne ha /) + 1 se è ellittica. 
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CAPITOLO VI. 

EQUAZIONI BINOMIE. 



1.^ Consideriamo il sistema di numeri com- 
plessi : 

cos 1 1 sen — , oos 2 j- * sen 2 , . . . 

V V V V 

COS fc ]- t sen fc — , . . cos v \~ t sen . v — 

V V V V 

dove V è un intero qualunque, e per semplicità 
rappresentiamoli con 

Z^, 2^2, .. . Zy^h ^0 (1) 

essendo : 

2:i . . 27C ^ 

Zq == cos V u t sen v — =: 1. 

V V 

Anzitutto i numeri (1] qualunque sia v sono tutti 
tra loro diversi. Infatti se fosse: 

7 271 27U 7.27: 27r 

cos fc h t sen k — =- cos k — ■ + t sen k — 
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sì avrebbe: 

,2« j,2it '2ir 27C 
cos k — = cosa: — , sen k — = sen k 

V V V V 

la qual cosa richiede che: 

V V 

sia un multiplo di 2?^, cosa insussistente essendo 
A, k' entrambi minori di v. 

Ciò premesso, valendoci del noto teorema per 
la nioltiplicazione ed elevazione a potenza dei nu- 
meri complessi, avremo, indicando con 

f^i, K21 . . . I*v-1 

numeri interi qualunque alcuni dei quali potreb- 
bero essere anche nulli: 

u u^ f^' I 2 7t . 2ir\ 

^r * ^2^ • • • ^y_j — I cos \f-i — 4- 1 sen u.^ — j 

/ ^2w . «27^1 

lcosfA22 |-*sen|A22 — I . . . 

2it . , .X 2ic 



[cos |Av_i (v — 1) f- i sen [f-r^i (v — 1) 



cioè: 



2?!^» . Z2^ . . . 2J = cos (^1 + 2 1*2 -f . . . -f 

v—l * 

-Kv — 1) {Ay-i| 4. i sen I f^i + 2 {Ag + ... \- 
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+ (V— l;fXy-.l| 



27C 



e ponendo: 

l*l+2l^+ . . . +(v— l)ixy.i=g.v+i, k<yt 
otteniamo infine: 

^y-i , 2 Tt . , 2 TT 
2?i^ • 2?2^» . . . ;2 = cos A; \- t sen i — = Zk 

y-l V V 

da cui si deduce che il prodotto di più potenze 
dei numeri (1) è ancora un numero di (1). Questa 
proprietà dei numeri (1) di riprodursi mediante 
la moltiplicazione trova riscontro nella proprietà 
del tutto analoga delle radici di oc^ =1 mod. p 
che è quanto dire del sistema di residui di grado 

— r — ., essendo p primo e 8 divisore di p ~ 1. 

Oltre a ciò abbiamo anche: 

, 27r 27r 

z = C08 . V . A; H t sen v . k — = 1 

* V V 

qualunque sia k, vale a dire le potenze v dèi nu- 
meri (1) sono tutti eguali all'unità. 

Appare pure dalla forma dei numeri (1) che 
essi si possono tutti esprimere come potenze di 
uno di essi, p , q Z\ 

02 = cos 2 [- i sen 2 — = 

V V 

/ 27r 27r\2 

= I cos f- ^ sen — I — Zi^ 
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e simìi mente: 

2.^ Abbiamo ora visto che le potenze v«sm« (j^j 
numeri z sono eguali all'unità : cerchiamo quindi di 
stabilire se esiste un esponente minore di v che 
goda delle stesse proprietà. 

Poniamo: 

m m m m 

Sm = Z^ + Z^ + . , . -h Z ,+Z^ . 
1 2 y— 1 

Essendo : 

2 3 y— 1 y 

avremo: 
e quindi: 



z^ 

Sni = 



0—1 ;? — 1 

1 1 



Ma Zi^ e quindi anche (zi^)^ è eguale ad 1, 
per cui si deduce che S^ sarà nullo assieme al 
fattore {zf)^ — 1, ogni qualvolta sia Zi^ — 1 di- 
verso da zero, il che avviene sempre quando è 
wi<v. 

Nel caso 171 = "^ Tespressione di^^' diventa in- 
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determinata ma allora si ha: 

Sm-=Sy=z\+ /+ . . . f Vi+'^O 

ed essendo Zk^ = 1 per qualunque valore di h si 
ottiene così: ^«v. 
Essendo quindi 

Si = 82^ . . . Sy-l = 0, Sy = V 

si deduce che v è il più piccolo numero che goda 
della proprietà che le potenze v^^»»»^ dei numeri (1) 
sieno tutti eguali all'unità. 

3.® Indicando ora con «i, a2 • . . «m, m numeri 
qualunque, con Sr la forma delle loro potenze 

r 

^esime con C la somma dei prodotti r ad r ed 

m 

infine con C (a») la somma dei prodotti r ad 

r degli m — 1 numeri che rimangono in seguito 
alla soppressione di a», con ragionamento identico 
a quello usato al Gap. Ili, § 2, salvo sostituire il 
segno di eguaglianza a quello di conguenza, dimo- 
streremo che, ammesso che per r = 1 , 2, . . . r si 
abbia 

5*1 = S>2 = . . • = fi>r ^= 

per g ^ r si verificherà la relazione : 

8=m q w — 1 m 

(— 1)« ^ a .e (a8) + (r + l)C =0 

la quale per g = r si riduce analogamente alla: 
(- 1)^+1 Sr+i + {r + 1) C\ = 0. 
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Facendo ora: 

Oi = «i, <ii = Zi . • . o»»-i = 2»'-i a»» = «o 
otteniamo suocessìyamente per 

r = l, 2, . . . (v-1) 
S^ + 2C =0 



5, +3C^ = 



(-!)»■ 5.. + v C =0. 

Kammentando quindi che 

S2== S3 = . . . Sr-1 — 0, Sv = V 

otteniamo in fine: 

cl-=c[= . . . = c" =0, d'=-{-iy. 

2 8 v-1 ' y ^ ^ 

4.® Consideriamo ora il prodotto: 

(Z — Zi) {Z -Z2) . . . {z — Zr-l) (z — Zo\ 

Notiamo anzitutto che esso si annulla per 

Z = 5?i, 2^21 •• • ^y-h ^0 

e che per valori di z diversi dai precedenti non 
può manifestamente diventar nullo, in quantochè 
la condizione necessaria e sufficiente perchè un 
prodotto diventi zero è che tale sia almeno uno 
dei suoi fattori. 
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D'altra parte sviluppando si ottiene: 

{Z - Zi) {Z — Z^)...{Z^ Zy^l) (Z — Z^ = 





= 


0"- 


G^z^"^ 


-f- 






Cz-'^... 

2 


M- 


-D» 


8 


.. + (- 


-D" 


1 

C 


ed essendo: 














<=<- 




. e" 


-x = 0. 


(7"=- 

V 


-(- 


■1, 



arriviamo così all'identità: 

(Z — ^2) (^ — ^2) ' ' '(Z — Zv-l) (z —Zo)=Z'''-l 

dalla quale si deduce che il binomio z^ — \ si 
annulla per tutti e solo quei valori della variabile 
z che rendono nullo il primo membro della pre- 
cedente eguaglianza. 

Riepilogando, vediamo che così abbiamo dimo- 
strato : 

a) V equazione hinomia z^ = 1 qualunque sia 
il suo esponente^ ammette sempre v e solo v radici 
diverse le quali sono espresse con il sussidio delle 
funzioni trigonometriche dei numeri 

01, 02? • • • ^y-1 ^0 
essendo 

zk = cos fc h 1 sen ^ — 

V V 



2^: , . 271 , 

Zq = cos V 1- 1 sen v = 1, 
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b) Che le somme delle potenze simili e le 
somme dei prodotti r ad r delle radici soddisfano 
alle relazioni: 

C-C = ...=C =0, C=--{-^l]y. 

12 vi ■ y 

5.** Sia a uno dei numeri Zi, 2?2i • • • ^y-^U ^o ^ 
consideriamo la serie di potenze: 

a, a^, . . . a**. 

TI più piccolo esponente n pel quale si ha a** - 1 
si dice l'esponente al quale appartiene a: se w è 
il più piccolo esponente pel quale si abbia a** = 1, 
a chiamasi radice primitiva dell'equazione z^ — 1. 

I Lemmi ed il Teorema seguenti dei quali diamo 
solo l'enunciato si dimostrano come i loro corri- 
spondenti del Cap. IV, N. 4. 

Lemma 1.** " Se a appartiene all'esponente n ed 
è pure a"* = ì sarà m multiplo di n. „ 

Lemma 2.° " Se a appartiene ad n, a*'* appar- 
tiene all'esponente n: 5 essendo S -= Z>(m, n). „ 

Corollario. ** Se a appartiene all' esponente w, 
tra le potenze: 

a, a^, . . . a** 

una almeno apparterrà all'esponente d, divisore 
di n. y, 

Lemma 3.® " Se a^, a2 appartengono agli espo- 
nenti ni^ n2 primi fra loro, il prodotto «i, 02 ap- 
partiene all'esponente^ Wi . ^2. » 

Corollario. "^ Se ai, 02, . . . an appartengono agli 

Digitized by VjOOQ IC 



Equazioni binomie, 127 

esponenti Wi, Wg • . . n« primi fra loro due a due, il 
loro prodotto apparterrà al loro m. e. multiplo. „ 

Lemma 4.^ " Se riinc^.i.nò sono gli esponenti 
ai quali appartengono ri r2 . . . rj radici di o?^ = 1, 
uno dei numeri w è il m. e. multiplo. „ 

Teorema. " Tra le radici di o?^ = 1 ve ne sono 
9 (B) appartenenti alF esponente S, cioè primitive. 

Segue da queste proposizioni che analogamente 
a ciò che precede per una congruenza binomia, 
la soluzione di una equazione binomia, si può far 
dipendere dalla determinazione di una sua radice 
primitiva qualunque, nota la quale si possono con- 
siderare determinate tutte le altre. 

Consideriamo l'equazione : 

zv -^ 1 (p numero primo) (1) 

ed indichiamo con z^, Z2, . . . Zp^i, z^^ — l le sue ra- 
dici, tra le quali pel Teorema precedente 

f (p) -= p ~ 1 

saranno primitive. 
Dalle identità 

(Z — 2?i) 2; — 2^2) ... (2: - Zp-ì^ (Z — Z^))^ Z^ ~ 1 
{z — 1) (^-1 -f zP-^ -^ ,,,+Z + l)-^ZP—\ 

si ricava l'altra: 

ZP-l _|. ^p-2 ^ . _ _|_ 2? + 1 = 
[Z — Z^{Z — Z),,,{Z - Zp-\) 

e si deduce quindi che l'equazione: 

^-1 + zp^2 ^. _ . _[_ -2; _^ 1 _ (2) 
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ammette le p — 1 radici primitive della (1), 

Se si indica con r una radice primitiva qualsiasi 
della (1) e perciò radice pure di (2), si sa che le 
radici di (1) sono date dalle potenze: 

r^ r^ . . . r^~i, r^ = 1 

e quindi le radici di (2) cioè le primitive di (1) 
coincidono con le potenze: 

r, r^ . . . rP-^ 

Prima di lasciare questo argomento, notiamo 
ancora che agli esponenti 1, 2, ... (p — 1) si pos- 
sono sostituire numeri qualunque purché rispetti- 
vamente congrui mod. p. 

Infatti se è h^k.p-^h' abbiamo : 

iykp+h' z=z (^P)^ , r^' zz=: fh' 

e quindi: 

\»h ;;s: A«A 

Sia ora g una radice primitiva qualunque, del 
numero primo pi le potenze (Cap. IV, § 6) 

g, ^^ . . . gp-^ 

saranno congrue mod. p benché in altro ordine ai 
numeri 1, 2, 3, ...(/? — 1) e quindi le radici di (2) 
sono date da: 
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e quindi si scorge che, essendo: 
r9 ^ {r)9 , T^^^ir^p , . . , r^*""^ = Kr^^"'^], . . . 

" dette radici si possono ordinare in modo che 
ciascuna sia la potenza (/««"'»« della precedente 
come la prima dell'ultima. ^ 

e.*' Applichiamo ora le precedenti considera- 
zioni alla risoluzione algebrica dell'equazione 

a?* = 1 (1) 

Abbiamo visto poco fa che indicando con r una 
qualunque delle radici primitive di (1) e con g 
una delle radici primitive del modulo 5, la suc- 
cessione: 

r, r^ , rfl'' . . . (2) 

ci somministra tutte e solo le radici primitive 
di (1). 

Notando poi che dall'ipotesi (^ ^ v mod. (5 — - 1), 
segue : 

gi^ ^ g^ mod. 5 
e quindi: 

si conclude che prolungando la successione (2), i 
suoi termini si riproducono periodicamente e che, 
com'è manifesto, il periodo è costituito dai ter- 
mini: 

r^ r9^ r^ ^ r . oigtzedby Google 
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Ciò premesso, partendo da uq termine qualunque 
di (2), per esempio: r, «formiamo la nuova succes- 
sione: 

r, rff\ r9\ ... (3) 

nella quale ciascun termine è la potenza g^ del- 
l' antecedente: anche questa è pure periodica ed 
il suo periodo si compone dei termini r, r^*. 

Presa ora un'altra radice di ,1) non apparte- 
nente a (3\ per esempio: r^ ^ ed operando su di 
essa in egual modo, si verrà a formare la succes- 
sione: 

ro, rff% r^ . . . (4) 

periodica e composta dei termini r^, r^^. 

La (2) si trova cosi decomposta nelle (3), (4) e 
tale scomposizione non è possibile che in un solo 
modo essendo indipendente della scelta della radice 
iniziale r. Infatti sostituendo ad r V altra radice 
che unitamente ad r costituisce la (3), le succes- 
sioni 3) e (4) non mutano, mentre invece si cam- 
biano tra loro se si rimpiazza r con una qualunque 
delle radici di (4). 

Dopo ciò scelto ^ - 2, e ricordando che la 
somma di tutte le radici di un'equazione binomia 
ò eguale a 0, poniamo: 

V) = r -f r^ -f r^' f r^' = r + r^ + r^ f r* =-. -- 1 

-/jj = r^ -f- rs^"" =r^ + r^. 
Si ha cosi: 

'% + >]i = >l =D-,,LyGoogIe 
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per cui TQo, *ìi sono radici di x^'\-x -1=0, 
che dà: 

-l=fcy/5 

X= z~—' 



Finche il simbolo r dinota una radice qualsiasi 
di (1), nulla distingue % da ^ij per cui possiamo 
porre a nostra scelta: 

~l+\/5 
%= 2 

dopodiché però rimane limitato il significato del 

simbolo r a quelle sole radici che col loro insieme 

I costituiscono il periodo avente quel determinato 

! , -l+v/"5 
valore • 

In fine dal sistema: 

A - 1 + \/ 5 

r . r* = r* ^ 1 

si ricava immediatamente: 

y/5— 1± W 10+ 2v'5 
r^ 4 

^_ \/5— 1 T WlO+2 \/'5 
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7.® Come altro esempio più istruttivo, propo- 
niamoci la risoluzione dell'equazione 

a;" = 1 (1) 

Indicando con r una qualunque delle sue radici 
primitive, sappiamo che esse sono date dalla suc- 
cessione di potenze 

r, r\ r^ . . . r^ . . . r^^ 

e sappiamo pure che ad uà qualsiasi esponente 
possiamo sostituirne un altro congruo però ad esso k 
secondo il modulo 17. 

Se ora quindi indichiamo con g una radice pri- 
mitiva di 17, i numeri 

sono congrui mod. 17 benché in altro ordine ai 
numeri: 

1, 2, 3, ... A, ... 16 

per cui le radici della (Ij sono anche rappresenta^ 
dalla successione: 

r, rff, rff\ . . . r^'^ a) 

ciascun termine della quale è la potenza ^««»»«» 
del precedente. 

Prolungando tale successione oltre il termine 
r^" essa si riproduce periodicamente poiché es- 
sendo : 

g^^ = 1 mod. 17 

si ha pure: 
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Ciò preinesso partendo da un termine qualunque 
di a) per esempio: r, formiamo la serie di potenze: 

r, rff\ rff\ r^\ . . . r^'* V) 

nella quale ciascun termine è la potenza g^ del 
precedente. 

Continuando la successione oltre il termine r^", 
si riottengono nello stesso ordine i precedenti. 

La h) non esaurisce manifestamente la a) per 
cui operando analogamente sopra una delle rima- 
nenti radici per esempio: ro , si costituisce la nuova 
successione: 

r9, ro\ ro'y ro\ . . . r^'* b") 

intorno alla quale si possono ripetere le stesse 
considerazioni fatte relativamente alla precedente. 

Le b') b") non hanno alcun termine in comune 
e ciascuna è composta di otto radici della (1): 
la a) è quindi così decomposta nelle b')^ b'^). 

Sembrerebbe a questo punto che, pure eseguendo 
le. stesse operazioni, la decomposizione della a) 
nelle i'j, b") si potesse fare in modi diversi, e 
che la diversità dei risultati, fosse dovuta alla 
scelta delle radici iniziali dalle quali si parte per 
costruire le diverse successioni, ma ciò invece 
non succede. 

Supponiamo infatti che indicando r sempre la 
stessa radice di (1), sì parta dalla radice r^**: si 
ottiene allora 

successione che per ogni valore di h coincide, 
astrazion fatta dall'ordine dei termini, con la b')» 
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Similmente preadendo le mosse da ana qua- 
lunque delle radici rimanenti della forma r^ » 
si peryiene nuovamente alla b"). 

Se poi s'imagina cambiato il significato di r, 
vale a dire se si suppone che r rappresenti una 
radice diversa da quella che rappresentava ante- 
cedentemente, troveremo che b') b') non mutano 
se per radice iniziale si prende una di quelle' ap- 
partenenti prima a b')^ mentrechè V) b") si scam- 
biano tra loro se ad r si sostituisce una radice 
di b"). 

Comunque si operi adunque e qualunque sia la 
radice simboleggiata da r, si giunge sempre alla 
stesso risultato. 

Preso ora un elemento di b') per esempio: r, si 
formi la serie: 

r, rff\ ro\ rfl'", . , . e) 

tale che ciascun termine è la potenza g*^ del pre- 
cedente e che risulta composta di quattro radici 
diverse tutte appartenenti a b*): operando nello 
stesso modo sopra un termine di b') che non ap- 
partenga a c)^ se ne comporrà un'altra e*') che 
unitamente a a') esaurisce b'). 

Primenti la b") si potrà scindere in due, di 
guisa che la a) viene così scomposta nelle: 

cO r , r9', r^, r^'' 

e) r0\ r^, rff'\ r^" 

(') rff, r^, r9\ r^'" 

O r^, r9\ r9'\ r^"".^ 

Anche in questo caso, è facile constatare che 
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la scomposizione della a) nelle e) è indipendente 
dalla scelta della radice iniziale r; poiché ove ad 
r si sostituisca una radice qualunque di e') le e) 
rimangono inalterate, mentre invece si scambiano 
tra loro qualora in luogo di r si ponga una radice 
qualunque mj^ non di e*). 

Dopo ciò è agevole comprendere come con suc- 
cessivi innalzamenti a potenza con esponente g^, 
si possa decomporre la a) nelle otto successioni : 



r , 


rp» 


n>. 


r<f 


r<^, 


re" 


TO', 


r»" 


ro-, 


rf" 


f^, 


rff" 


r^, 


rP" 


ro\ 


rff" 



dì 



e sempre con lo stesso identico risultato qualunque 
via si segua e qualunque sia la radice simboleg- 
giata da r. 

Presa ora per*^ una radice primitiva qualsiasi 
di 17 per esempio: 3, si trova: 

g ^3 (7« = 9 <7« = 10 / = 13 
^5=5 ^6 = 15 ^7 ^ Il ^ - Ig 

^9 ^14 ^10^ 8 g''^ 7 g''^ 4 ^ '^''^'^'' 
^^5 =12 g^^^ 2 g^^= 6 g^^^g^=i 

dopo di che poniamo: 

Y, = r« -h r» -f rio + r^^ + . . . -f r 

. 7)^ = r + r» + r'3 ^ ri* + r^e 4- r« •+- r^ -+- r^ 
V,, =r3 --]- r'<> f r^ +r^^ 4- r^H- r^ + ^2-+- ,«« 
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Vo = r + r^* -f r" + r* 




r/j = r9 +r« + r8 +r» 




*l', = r» + r« 1 r" + r" 




Vj'j =. ylO + ^11 l-r^ +y« 




l'o = r +r»«, V, ^r»-fr", 


l'2 = r» +r« 


•/i'4 = r" + r*, »i'5 = r5 + r^2, 


'l'è = »•'* + »•* 


y|'3=,r^0 + ^7 




,,-^ = H» + r«. 





Alle espressioni n sì dà il nome di periodi. 

Proponiamoci ora la determinazione dei valori 
numerici dei successivi periodi e quindi iniSne 
delle radici della proposta equazione. 

Anzitutto essendo la somma delle radici di una 
equazione binomia eguale a zero, si ha intanto : 

>) + 1 = ^ 

e quindi: 

n = - 1. 

Per determinare ora i valori di >io >ii osserviamo 
che: 

^0 + *ii ''"^ — 1 

e inoltre: 

no • ^1 = — 4 

come si ottiene facilmente eseguendo la moltipli- 
cazione, abbassando gli esponenti al disotto di 17 
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e tenendo presente che ^i = - 1, per cui si con- 
clude che Tioj^i sono radici di: 

e quindi: 

l±v/l7 — lq:v/T7 



^0' 



r,. 



Finche la radice r resta indeterminata, nulla 
distingue >)o da vji, è quindi in nostro arbitrio di 
attribuire ad >]o l'uno o l'altro dei due valori 

— I=fc\/l7 



è bene però avvertire subito che, scelto un deter- 
minato valore per >io, viene limitato il significato 
di r che in seguito non rappresenta piii una qual- 
siasi radice di (1) ma solo una di quelle compo- 
nenti il periodo avente quel determinato valore : 
poniamo : 

-l+s/lT 



e quindi: 



-1 — slll 
ni- ^ 



Consideriamo ora i periodi componenti >)o. Ab- 
biamo: 

^'o + ^'2 = ^0 *i'o . *l'2 == — 1 
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per cui v}'^, yj'j sono radici di: 

5f^ — ^0 ^ "" 1 == 0. 

Finche r indica indeterminatamente una delle 
radici componenti '%^ nulla distingue %' da vj^', 
ma dopo d'aver scelto per "tìq un determinato va- 
lore, è ancor piii limitato il significato di r e pre- 
cisamente alle sole radici componenti il periodo 
avente il valore attribuito ad %'. 

Poniamo: 

Considerando ora che: 

^i' + ^3' = ^1 ^1' • ^3' = — 1 

si vede che l'equazione: 

^^ — >ìi 2: — 1 = 

ci darà i valori di »)i', is', ma allora non è piii in 
nostro arbitrio di stabilire la corrispondenza tra 
i periodi '^1,^1$ e le radici dell'equazione stessa, 
inquantochè avendo scelto per % un determinato 
valore, è ristretto il significato di r alle sole radici 
di >io', e di conseguenza >ji' (al pari di ^13*) rap- 
presenta la somma di una determinata quaterna 
di radici. 
Per togliere questa difficoltà osserviamo che: 

•^0" -= ir -f r^^ + ri« + r^^ - ^i^' + 2 r^' -f 4 
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e ponendo quindi: 

4=- 4.^ = -4(V + V+V + 'laJ 
si ottiene la relazione : 

V*=-4V-3V~2V-4V 
che unitamente all'altra: 

V fV + ^i' + V = -i 

ci darà il mezzo di esprimere ^i', r^^ ^^ prima in 
funzione di >io', ^2 9 quindi di >io ed in ultimo di 
determinare i valori numerici. 
Kisolyendo adunque il sistema : 

2V, 4-4t)'3=-7iV~4Vo-37i'8 

^1+^3^= "1 — ^'o — ^2 

si ottiene: 

^ sostituendo ad r/o, vi'j i loro valori in funzione 
di >Jo*. 

A -A- V^~l • 

e ponendo quindi io = 5 — * 



I3 2 



1 / -y/l7-l \ _ J^ / n^sl 17 
2 / 2 V 2 
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cioè : 



''»- T V 4 +^ 
che è precisamente una delle radici di: 

mentre l'altra ci darà n'i. 
Abbiamo così: 

"0 "2+VT + ^- 4 +V 8~ 



„/ lo 
l2 = -2 



Notando ora che: 

» I » » • • / 

si trova che >i'o, ^'4 sono radici di: 
z^—'^'^z + ri\=0 
per cui si potrà porre indifferentemente: 
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Equazioni binomie- 141 

Valutando >)'o per difetto ed '^\ per eccesso, si 
può constatare facilmente che n'oj '^'a sono numeri 
reali. 

Pongasi: 



^0 I i/^O ^t 



dopo di che il significato di r resta limitato alle 
due sole radici componenti il periodo al quale 
compete quel tal valore numerico attribuito a rf^. 
Avremo quindi: 

da cui infine: 



^0 

•—2* 



\/f-' '■•=¥^\'?-> 



Essendo, com'è facile provare, >]"o<2, r ed r^^' 
risultano entrambe complesse. 

Determinata così una radice della proposta equa- 
zione essa si può considerare risolta, essendoché 
dalle successive potenze di tale radice si possono 
ricavare le rimanenti. 

Esprimendo n"o per mezzo di >i'o, ^'i e quindi 
sostituendo a questi i loro valori numerici, si può 
ottenere l'espressione numerica di r. 
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Osservazione. 

Il metodo che abbiamo seguito nella risoluzione 
delle equazioni binomio 0?^ - 1, o?^^ = 1, si fonda 
sopra una particolare scomposizione della somma 
delle loro radici primitive in periodi e sottoperiodi; 
e nella progressiva determinazione dei valori di 
tali periodi e sottoperiodi, fine a che si giunga ad 
isolare, per così dire, una qualunque delle radici 
stesse, nota la quale si possono considerare come 
conosciute tutte le rimanenti. 

Questo metodo^ dovuto al Gauss, è applicabile 
indistintamente a tutte le equazioni binomie il di 
cui grado sia un numero primo, e si dimostra che 
le equazioni ausiliarie sono sempre risolubili alge- 
bricamente. 

Qualora però il grado dell'equazione sìa un nu- 
mero primo p della forma 2" + 1, le equazioni 
ausiliarie potranno essere tutte di 2.° grado, per 
cui le formolo di risoluzione conteranno solo ra- 
dicali quadratici: così appunto succede, come ab- 
biamo visto, per jD = 5 - 2^ -'- 1 e ^ - 17 = 2* + 1. 

Notiamo però che la chiave di volta del metodo 
stesso consiste principalmente in uno speciale or- 
dinamento delle radici primitive deìV equazione 
che vien fatto con l'aiuto delle radici primitive 
di un numero primo. 

Ecco quindi un esempio dell'influenza che le 
proprietà del numero intero hanno nei fatti alge- 
brici. 
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CAPITOLO vn. 

Cenno sul peoblema della divisione 
della cieconfejbenza in parti uguali. 



1. Cominciamo con l'osservare che il proble- 
ma della divisione della circonferenza in un dato 
numero n di parti eguali si può sempre ridurre al 
caso di un numero dispari. 

Difatti se n non è dispari, sia n ~ 2^ n essendo 
7i' dispari : divisa la circonferenza in n' parti eguali 
basterà allora suddividere ciascun arco in 2*^ parti 
eguali, la qual ultima operazione si potrà sempre 
effettuare mediante successive bisezioni, ed il pro- 
blema sarà completamente risolto. 

Ciò premesso, supponiamo divisa la circonfe- 
renza in n parti eguali nei punti ai a2 . . . a». Con- 
tando a partire da ai e sempre nella stessa dire- 
zione gli archi di m in m, è manifesto che ritor- 
neremo al punto di partenza solo dopo di aver 
contato un numero d'archi eguale al minimo co- 
mune multiplo di m ed w. Per ciò se w è divi- 
sore di w e si ha M = m . A, ritorneremo in ai dopo 
aver contati n archi, vale a dire dopo aver per- 
corsa la circonferenza una sola volta, e congiun- 
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gendo allora il ai con am+i, am-\-2 con 

a2w4-i, . . .a(A;-i)»i+i 

con ai, otterremo così un poligono regolare con- 
vesso di n: m==k lati. 

Se m non divide w ed è 8 il loro massimo co- 
mun divisore si avrà un poligono regolare stellato 
dì w : S lati. * 

Se in fine è 5 = 1 cioè m ed n sono primi tra 
loro, innanzi di arrivare al punto di partenza bi- 
sognerà contare m . n archi e percorrere quindi m 
volte r intera circonferenza passando per tutti i 
punti di divisione: congiungendo allora ay con 
aw-i-i, am-\-i con a2m+i ... e così via di seguito si 
ottiene un poligono regolare stellato di n lati che 
ha i vertici nei punti ai ag . . . an. 

I numeri inferiori ad n e primi con n sono dati 
dalla funzione ^ (w) ; ed a primo aspetto sembre- 
rebbe che fossero ? (n) i poligoni di w lati iscri- 
vibili in una circonferenza, ma è facile convincersi 

che sono solo in numero di — 9 (n) poiché coin- 
cideranno, quantunque risultino descritti in senso 
inverso, i poligoni corrispondenti ad 

m = l, m^ n — 1; w=^2, in="n — 2 

e così via di seguito. 

Di questi poligoni uno, cioè quello che corri- 
sponde ad m = 1 , è convesso ed i rimanenti sono 
stellati. 
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Se ora si suppone noto il lato di uno qualunque 
di tali poligoni, adattandolo successivamente nella 
circonferenza fino a ritornare al punto di partenza 
si otterrà un poligono regolare iscritto di n lati 
ed i suoi vertici divideranno la circonferenza in n 
parti eguali. 

È quindi palese come il problema della divi- 
sione della circonferenza sia così ridotto alla co- 
struzione del lato di uno qualunque dei predetti 
poligoni. 

2.** Sia ora n =• /? un numero primo : in questa ipo- 
tesi saranno — fp— 1) i differenti polìgoni rego- 
lari di p lati inscrivibili nella circonferenza. Col 
sussidio della trigonometria si trova subito che i 
loro lati: 

ai «g, a\ aa, ai a4 ... ai ap-i, ai a^+i 

2 2 

avranno rispettivamente i valori: 

2 sen — — , 2 sen -pr — ... 
2 p 2 p 

. p-3 27t jp — 1 27t 
2 sen — : , 2 sen — r 



i quali notando che: 

sen {t^ — a) = sen a 

si potranno esprimere anche nel modo seguente! 

^ p—ì 2 ir .271 p-32^ 

28en^--^r , 2 sen. 1 — , 2 sen—— ... 

2 p p 2 p 
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l sen — ' 2 sen — \ 

4 2^ 4 ^ 

se — - — è numero pari, oppure nell' altro : 

^ V-\ 27C .27c^^ ^-327r 

2 sen ^—r , 2 sen 1 — , 2 sen ^~- . 

2 p 'p 2 p 

^ p-32Tt ^ p4- 1 2ir 

... 2 sen — , 2 sen ^-—^ 

4 p 4: p 

se — - — è disparì. 



È* P — 1 
manifesto che le due serie dì — - — numeri 

differenti ciascuna, 

P-I 1 ^^^ o ^ + 3 p- 1 

2 ' ^' 2 ' • • • 4 ' 4 " 

JP — 1 . P - 3 p — 3 p H- 1 

2''' 2' 4' 4 

p — 1 
coincidono con la serie di — - — numeri succes- 

» —1 
si vi 1, 2, 3 . . . — ^ — e si conclude quindi che 

i lati dei poligoni sono espressi, benché in altro 
ordine, dalle quantità: 

27r^ ^2«^ «3^ 

2 sen — , 2 sen 2 . — j 2 sen 3 . — , . . . 
P P P 
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Considerando ora che: 

sen — ^ — sen (p— 1) — , 
P P 

sen 2 — = — seni» 2) — , . . . 
P V 



sen ^ — = — sen 



(^ — 2-)y- 



2 p 

p + l 27C 
= - sen ^^^-3— . — 
2 i? 

si vede ohe nel sistema di {p — 1} numeri: 

2 it 2 77 2 ^ 

2 sen — , 2 sen 2 — ^, ... 2 sen (p - l) — 
P V V 

i valori dei singoli lati ai a^, a, a3 . . . «i «^,4.1 

~T 
astrazione fatta dal segno, si troveranno ripetuti 
ciascuno due volte. 

Consideriamo ora il sistema di numeri com- 
plessi: 

2:r , . 2"^ ^2^ . „ 2^ 

cos \- % sen — , cos 2 — + i sen 2 " — , . . . 

P P V V 

27C 27C 

. . . cos p h % sen p — . 

V P 

Questi, come abbiamo visto al Capitolo prece- 
dente, sono radici dell' equazione z^ =1 per cui 
supposto che sia determinata l'espressione alge- 
brica a \ ib di una qualunque di esse, sarà allora 
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per un certo valore di k: 



a + *o = cos a; [-«sea k — 

P P 



e quindi: 



a ==008 A: — ò = senA?^ — . 
J? P 



Ma 2 sen i — è, in valore assoluto, il lato di 

uno dei - — poligoni regolari di p lati inscrivi- 

bile nel cerchio di raggio uno, per cui costruito 
che si abbia un segmento 2 6, per quanto si è 
detto possiamo considerare divisa la circonferenza 
io p parti eguali. 

11 problema della divisione del cerchio in p parti 
eguali dipende adunque analiticamente dalla solu- 
zione algebrica dell'equazione 2^ = 1, e geometri- 
camente dalla costruzione del segmento b oppure, 
ciò che fa lo stesso, del segmento a poiché da 
quest'ultimo si può ricavare il primo mediante la 
relazione : 





1 


3en« 


= v/l 


- cos*». 


Esempio 


1.": 








p = 3, 


x^ 


— 1: 


= (x- 


-lì{xi + 


L'equazione: 












x^ 


+«+1=0 



by Google 



Cenno sul problema della divisione, ecc. 149 



ha le radici: 



1 . .\/3 , 1 nTs 



e ponendo 



2kiz , . 2k'^ 1 . .\/2 

fi* 

si ottiene: 



r = ooB-j- + tsen-^ = -j + i-^ 



2kt 1 2ifeic >/2 

''"« — =-■2' ««°-3-=T- 

Esempio 2.*: 
P=p5 a?5_l = (ir-- l)(a:M a?»+ . . . +1) = 0. 

La precedente equazione è già stata risolta al 
Cap. VI, e si è trovato: 



2kTz . 2kT^ — 14-\/5 
% sen = - 

V 

.\/lO-h2\/'5 



r -^ cos \- i sen = \- 

V V 4 



-+-I- 



cioe: 



2kT: — l + \/5 2A:7r 

cos -= -: , sen 

V 4 ' V 
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Esempio 3.°. p = 17. Abbiamo trovato al Capi- 
tolo precedente, come radice di x^'' = l: 

Vo , il l'^'of 1 2kT^ , 2kn 



ed essendo tj'o r^al^ ed imaginaria y |y| "" ^ i 
risulta cosi: 



'3 

2 



2A;7r . 2A:ic 4/ KoV . 



dopo di che si può considerare noto il valore del 
lato di uno degli 8 poligoni regolari di 17 lati 
iscrivibili nella circonferenza. Per quanto riguarda 
la costruzione geometrica, osserviamo intanto che 
si potrà ritenere come determinato graficamente 

2 k'K 
sen e quindi il lato di uno dei predetti po- 

ligoni, tosto che si sia costruito un segmento >)'o 
che come abbian visto è quantità reale. 

L'espressione numerica di ^l'o è piuttosto com- 
plicata, ed invece di costruirla direttamente è pre- 
feribile prender le mosse dalla costruzione dei pe- 
riodi ì^o> '^i per poi passare a quella dei sottope- 
riodi v)o', >i)' ed arrivare così a quella di 7)/'. 

Tali operazioni geometriche sono possibili in 
questo caso perchè la quantità >)o, '-^'i, 'io'» ^2'? ^l'^^s' 
sono reali e contengono solo radicali quadratici. 

Si dovranno per ciò eseguire le seguenti ope- 
razioni geometriche: 
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a) Costruire due segmenti in valore assoluto : 
- 1 + s/l? -l-^/l7 



b) Costruire 

4 ' \^— 



Vo= i + " ~ 



\/ 17 1 _^ J n + y/n 



n\ = -^-. + 



e) Determinare un segmento: 



'• «-2" + V 4 ^' 



Noto che sia %" è individuato cos -j^ è per 

2yfc ^ 
ciò anche 2 sen , vale a dire il lato richiesto. 

Osservazione: "La possibilità di costruì i lati 
dei poligoni regolari di 3, 5, 17 lati vale a dire di 
dividere la circonferenza in altrettanti parti eguali, 
dipende dal fatto che i numeri 3, 5, 17 sono della 
forma 2*^ + 1 e quindi le espressioni algebriche 
dei lati di tali poligoni, contengono solo radicali 
quadratici e sono quiadi costruibili con la sola riga 
e compasso. 

Il primo numero primo che s'incontra dopo il 
17 della forma 2^ + 1 è il 257; è quindi pure pos- 
sibile dividere la circonferenza in 257 parti eguali 
col solo sussidio e della geometria elementare. 
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Fino al giorno d'oggi non si sono scoperti altri 
numeri primi di tale forma oltre il 65537; per cui 
la formula più generale che si conosca dal nu- 
mero dei lati dei poligoni iscrittibili è dato da: 

2»» . S'^t . 5»^ nnn . 257'»4 . 65537»^ 

dove m può essere un intero qualunque, ed 

mi, wig,. . .wig 
possono avere il valore od il valore 1 (*). 



(*) Qualora si sappia dividere la circonferenza in m ed 
in n parti eguali essendo m, n primi tra loro; per dividerla 
In m n parti basterà determinare due interi positivi x, y pei 
quali si abbia: 

^ — . 1^ — ^ 
m n m. n 

cioè: 

naj — my = l 

cosa questa sempre possibile nellMpotesì di m, n primi tra 
loro. 
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MÀIUÀII lOEFIiI 



Publicati sino al 1 Maggio 1896 



« Wir Deutsche beneiden das italienische 
Pubiikum um die vortrefflichc Sam- 
mlung der Manuali Hoepti. » 

Prof. O. Stolz 
dell'Università Innsbruch, 

La collezione dei Manuali Hoapli, iniziata col fine di 
volgarizBate i principi! delle Scienze, delle Lettere e 
delle Arti, deve il suo grandissimo successo al concorso 
dei più autorevoli scienziati e letterati d'Italia ed ha 
ormai conseguito, mercè la sua eccezionale diiFusione, 
uno sviluppo di piti che quattrocento volumi, per cui 
si è dovuto classificarla per serie, come segue : 

Serie Sclenliflca, Slorlea, Reiterarla, 
C>iaridiea e Liiii||^uistlea (a L. 1,50 il volume) 
pei Manuali che trattano le scienze e gli studi letterari. 

SERIE PRATICA (a L. 2 il volume) 

pei Manuali che trattano le industrie agricole, manifattu- 
riere e gli argomenti che si riferiscono alla vita pratica. 

SERIE ARTISTICA (a L. 2 il volume) 

pei Manuali che trattano le arti e le industrie artistiche 
nella loro storia e nelle loro applicazioni pratiche. 

SERIE SPECIALE 

pei Manuali che si riferiscono a qualsiasi argomento, 
ma che per la mole e per la straordinaria abbondanza 
di incisioni, non potevano essere classificati in una 
delle serie suddette, a prezzo determinato. 



Tutti i Manuali Hoepli sono eiegantemente iegati in tela. 



A.VVHSRTB3NZA. 



TfUH i MANUALI EOEFLI ti spediatxmo 
di pori# nel Segno». — Chi deiiiera ricewr^ i volwmi 
ra$camandatiy onde evitare lo mnarriinento^ è pregcUo di 
aggiungere la sopratassa di raecomandazione. 



Ll^« i*» 
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ELENCO DEI MANUALI HOEPLl 

PublicatI sino al 1 Maggio 1896 



L. a. 
AbltasUnl (Le) degli «mIiuaII doinesllel, dì U. 

Babpi, con oltre 100. incisioni. (In lavoro). 
Ae4«e(JLi6) BiiBerAll e (eraMll dèi Re|rno d'Ilalla^ 

di Luigi Tlou« Topografia ^ Analisi — ElenoM — 
Denominazìoae delle acque -*• Malattie per le quali si 
prescrìvono — Oomuni in cui scaturiscono — Stabili- 
menti e loro proprietari — Aoque e iuagìd in coni* 
merde *- Negozianti d*acque minerali, di pag. xxn-S62. 5 &ù 

AdultoriuEl^iie e fkUlfle«sioii« d^i allni«iill, del 
Dott Prof: L. QtABBA, di pag. vin-2L2 2 -- 

A|rri««iiiir** Vedi Abitazioni animali domestici — 
Agronomia — Alimentazione del bestiame -- Ani- 
mali da cortile — Apicoltura — Bacologia — - 
Bestiame e l'agricoltura — Botanica — Cantiniere 

— Caseificio — Catasto italiano — Cavallo — Chi- 
mica agraria — Colombi — Coltivazione piante 
tessili — Computisteria agraria — Concimi — Con- 
tabilità agrana — Beonomia fabbricati rurali — 
Enologia -^ Estimo ruro/e — Floricdtura — FrUf- 
mento e mais — Frutta minori — Frutticòitwa 

— Funghi e tartufi — Gelsicoltura — G^eometrìa 
pratica — Humu^ — Igiene rurale — Igiene veteri- 
naria — Insetti nocivi — Insetti utili — Latte, burro 
e cacio — Legislazione rurale — Machine agricole — 
Malattie crittogamiche delle piante erbacee coltivate 

— Malattie dei vini -^^ Mezzeria — Molini — Olivo 
ed olio -* Olii vegetali, animali e minerali — Orti- 
coltura — Piante e fiori — Piante industriali — 
Piante Ijessili — PoUtcoli^ra — Pomologia artificiale 

— Porctcoltura — Prato — Prodotti agricoli del Tro- 
pico — Selvicoltura — Tabacco ~ Triangolazioni 
topografiche e catastali — Uva passa — Uva da ta- 
vola — Vino — 7t*ic(rfh*ra — Zoofccnia^edby Google 



Elenco dei Manuali Hoevli. 



L. e 
Ayr^M^Bila, del Proi F. Cabeoà di Mubiogb, 3* ed. 

riveduta ed ampliata dall'autore, di pag. xn-210 . . 1 50 
Ale««l (Fabbrìcasdone e materie prime), di F. Oanta- 

MB88A, di pag:. xn-d07, con 24 incisioni 3 — 

AlMbra «•■ipl«Hi«Bl«r«, di PlNOHBiUJB: 
, >arta Z Miài pkéMcai, r P*: ^-V« • . * f » 
Parte 11/ Teoria delle eqtkizioni, ài pag. iv-170 con - * 
4 incÌ8Ìoni:nQl t^to .««•».,•,(•... 1 50 
Algebra «I«mi«iìI«|ì#, di PìKORERLE, 6* ed., p. Vin-210 1 50 

— Vedi Esercizi di algebra, ' 
Allaientazioue. — Vedi Adulterazione alimenti — 

Conserve ai«tii0fttori'»-\8Vii^iMMtéiK fkai» ^ ^M0^i>*. s 

ìjurro e cacio. ^ Fanificaxieme razùMaàe^ 
AllaMBtesl#ii«9 di fik. BBKAlyin«iiiJ0i«diy»^Wg4iaB» *^ 
A llBiMiiMfone 4«1 bMllMi*^ di %. PDaftii Oh lirU. 
Alpi ^OJàX di J. Ball, ti^ di L Cwmona, pag. inolia 1 50 

— Vedi Dizionario aigrino -^ ISrealpi* 
ABimlBtslrszlMe» -^ Vsdi GontabiUtì^ 

Am«II«1 éìùì vte*^ aé OSO! idei esimici e ém ìè^s^ del 
Dott M. Babth, (te ipr»fi dal DMi'A KaBrieh^nd. > * 
del Prof. D. F. a Comboni di pagi» i^ con 7 i&ci& 3 — 

— Vedi aneho Alcool **^ OaniMere •*<- 0<^9»iao«^«JEho* • « -^ 
/oflta --* Liquorista — Malattie dei vini — F*no • 

Analisi Talapieiriea applicai^ gpecklmdnt^ ai pro« 
dotti commercia]! e ipdustriali,, ^.^^^ % Ay^ypsfypM, . 
di pf^g. x-BU con 52 incMiio4Ì \ , r>^,*^w .«. .o • • • ^50 

AnaiMiiU* — Vedi anche Animali parassiti' w BaU 
terieioffia-- Coleotteri <%- EmMoh^ia ^^Fisiolsgia ^ 
— Imbalsamatore — Insetti — Lì^pidotteri -^ 2Và- 
tistoloffia — Zùfìloffia, '^ ' , * 

An«toBila« 0«UUf U«awp»r4t^,^^eIpròt'^?B#rA, 
di pag. vu-218 cp;a 34 incisioni ., ^ v«n » . ,. . \ '• i . ♦ 1 50 

ABAtamla ipiicr«««oploi|. (TGaftÌQ^,4l),i4e)i xroi SK . 
Carasuei, di pag* xi-211» oan 5 inciaiimi. « «. ... .. » 1 50 

ABAiamla pUl«rle«y di A. LaMBAHDIlll, ft^. VI-UE, 
con 39 inoislonl . . . • -. . • i . . ... . •. .2 — 

AnatomU Up«frti9«ia TCotti^ètidiò di), d^ ptìtL 
Prof, C. Falconk, di pa^. xvi-^ v?o,ì^.^ Ib^W ., 
(volume doppio). , . ,.. . % , .\v\vn..^ . -" V «i\i^-v.<'^^'"" 

' -v ; - ■ . : "DWedbyGoOgIr ' '^^^ 



JRflNovM MnmxutU Rimli* 



L. A 
AnatoailA Y^yefale, del Prof. A. TooNJìii, don vsi%s^ .'**i 

illu&traaionl (Iiv lavoro). / 

AnlMAll (ali) |iiir«Ml^l'd«irMw#9 del Prot F, Mer- 

cantXt <ìi pai:» ly-Xl^ <xni 39 incisioni . • ». . . • 1 ^ 
iivlMAll da eortllciy del ProL P. Bomzzi, di pftg. ao?- 

238 con 39 inciaioni • • , 2 — 

— Vedi aache B^Uaim -^ Oow — Cau^U» -^ <^ 
lombi — ConiglióoUm'a.^ FoUicoltwa — Por^* 

AndeMtà i^rlvail^ 4«i r#pMipl, del Pinti* W« Kopf, 
tradujiioiie dri Profl H* Moceachi^ 8* ediùone, di b»* ; 
RÌnexH-iaO 4 .....•...*,....* 1 50 

Aiiir*yal«iri«y del Pro£ G^. Oankstrihi, 2* edisM n* 
yedatft ed ampUata, di pB^. Yin-282, con 23iilciàoiìi 1 50 

— y. anche Etnografia ^ FéH(do0Ìa *^ Pakoetnolùgiai 
ApìemHmrm razUnala^ del Proi G. OANflSTBUfi, 2* 

edizicme nredut» di pag*. iy-1% con 48 indatoiù . • 2 — 
Arahbf. ir#lfflN«^ (Manuale di>i di Djb Btsbjliqh e Dia^ 
E3I4DDA9. Raccolti^ di 1200 vocaboli e dOO tnà pitt 
usuali, 2^ edkdone, (In layóix))/. ^ -/' 

Armiàlàmi(à9tkmÈiMei^\ éì'V. "FiUBOUiiFI, ii« ediaione, 
di pi«r« YXi]420v con 98 indàoni e un'appendiod sulle ■ 

; * Livree 250 

Areha*l#irte* *~ Vedi Antichità private dei romani 
— Archeologia deWarte — Monete romane ^ N%» 
mistiàatka -^ Fàleografia — Htleotitnologia. 
AreheaUfU adirarle, del Proi L (JbhtUiI : 

Partie X. Storia dell' arte greca testo, 2* ed« (esawritcd* 

« Atlante per l'opera 8add4 di 149 tamle, indice* 4, -— 
Parte n. Storia àeUha^ eétmea e fwma»a, testo, 

. 2^ ediz»» di ]tte..jy^^ •«•••• 2 ^ 
« AtlQfde jQ^ Topaia 0«dd. di 7» kmàk^.u^fi^^È. hi» 
ÌLrehl4#U«ir« luaiaAm ddU'Arelu JL MBifAHl, 2 vel., 
di p4g, xyia^214 e ^3i«206, soon 46. tavole e U3 £gui«, 

2*04121040 • ♦ . . 6 -— 

LÀrcb}teLPelasffica,9tras6a,Italo-Greca e Ronaiiik . 
n. Architettura Medioevale fino aUa Contemporanea, 
Arl twwHf #r#4tea^ del Doti. £.. Pamueza, dipa^^ 

gine.yni-l@8 ». 4 « » • * • «t«: . . • • •.i;*«150 
^.rllMetlea raz^pale^ del Proi Dol^.P-.P^au, ,. 
2* ediz., paer. zn-210 cigtiedtiyGoDglit 50 
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L. e. 
ArmoBla (Manuale di), di Gr. Bernauw. dn larofo). '•"' 

— Vedi anche Cantante — Pianista — HtrumenH ad 
arco — S<om della *mMtca — 5*ft«wwwt!l0<<m«. ••* ' 

Arto del 4lr« (L% del Proi D; Fke&abI,^* 6di2., > 
corretta ed ampliata, di par. mx-^Aìè, , . . . »i'Srl*flD 

— Vedi anche Bettorioa — Ritmica — SHUàtiea, 
Art« ■lioerarU, dell'In?. Prof. V. 2Soppstii, di ila- 

gine iT-182, con 112 figfure in 14 tarole 2 — 

Ani (Le) |prafleli« rotom«eeaBl«li« ossia la Bllo- 
grafia nelle diverse appli(«noni <Poto^eotlplà, fo^ •* 
zincografia, fotolitografia, fotocollografia; ibtosildgrrafia, 
eoe.), con un cenno storico sulle arti grafiche e un 
Dizionarietto tecnioo ; 2^ ediz. corretta ed aoereschita, ** - ' 
con molte illustrioni ; pag. yni-197 con 12 tar. illustrate. 9 ~ 

— Vedi anche Dizionario fótograAoo — Ff4ografia 
per dilettanti — Fotoóromatografta — Fhtogrt^ ^ ^ * 
ortocromatica — Litografia — Ricettario fntoffrafioo, ■■ ' 

Jkmfmìf (L*), tabbrioazione -api^icazione, delF Èigwfi.Rf<^<«*'^ ' 

eHETn, con 22 incisioni, di pag. vin452 . . » . ; 12^ — 

Assieurazione sulU yU«, di 0. Padani, di p. VI-15d. 1 60 

AMUleasa defll tererMl aeirOspedAto «di In ftM* - 

■ligula, del Dott 0. Oalliako, di pagr. xxrr*4l8, oon 

7 tavole.. 4 50 

— Vedi anche Igime — Medicatura antÌ9é€tioa»^' » • ' 
Soccorsi urgenza, 

Asir^B^Mla, di J. N. LooKTEB, rifiitta e riveduta dal ' 
Prof. G^. Cbloeu, 4" ediz. di pa«:. ^tT^299 «OH' 51 Inc. 1 6è 

— Vedi anche Cosmografia — GhMmonica — Gravitth 
zione — Ottica - Spettnaccpiù, 

AtlAPte fs^ifrmlÈn%^%mirÌ99 d«ll« ludla, del Dott 
G. Oarollo, 24 (*Arte, 76 pag^. ti testo e un' Appendice. 2 — 

Atlante g««irralfoa aalversale, di KlSPUB*, con no- 
tizie geografiche e statistiche del Dotl^^I'GbifttOfiLO, "' 
8* ediz. (dalla 70000 alla 80000 copia),' 25 oikrt^ €6 pa- 
gine di testo ' . . 2 — 

Iktm^mtemu — Vedi dimaiohgia — Iprosec/pi '^ ^ 
MeteorolOifia — (Sismologia, r " . 

AttresBauira, Hiaiiavm d«ll« aavl « «^Mtlifttlèiiff^*' * ' 
■uirUtlHi«9 di F. Imperato, di pag. xzu-^dOUf con 
fi?. 292 nel testo e XV tavole litofnidrte . . . • . 4 6è 
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— VQdi aAohe Dqv£i i del macJtinùfia n^v*^le — In- 
.-gegnere navale — Filonauta — Macchinata navale 

— MàrifU). . j 
ATte«Uara. — Vedi Animali da cortile — Colombi 

domestici — Pdlifioltwra, 
Baclìl dm •«!•, del Prof. T. Nengi, di paf. yx-276, 
2* ediz^ con 41 indaioni e 2 tavote .....•• 2 ^ 

— Vedi anche (^eUicoltwa — Industria della $eta 

— Tintura della seta. 

BalUilcA. — Vedi Esplodenti - Manuale deW Uffi- 
ciale — Pirotecnia.^ Storia dell'arte militare an* 
tica e moderna, 

B«iierUUrl«» dei Prof. G. e R. Oanestbimi, 2<^ ediz. 
in gran parte rifatta, di .pag. x«274 con 37 incisioni. 1 50 

— Vedi anche. Anatomia, microscopica •— Anknali 
parassiti — Microscopio — » Protistplogia. 

Belle arll. — Vedi Anatomia pittorica — Archi- 
tettura italiatyi — Calligrafia — Ceramiche •*- Co- 
lori e pittura — Colori e ver%wsi — Decorazioni 

— Gisedp^a r- Disegno geometrico — Litografia — 
Monogrammi — Ornatista ^ Pittura -" BacGogli- 
tore — l^isixiumtore dei dipinti — ScolturOp 

Bestiame* — Vedi Abitazioni -> Alimentazione — 
Ammali. da cortile — Cane — Cavallo — Colombi 
domestici — Coniglicoltura — Igiene veterinaria — 
Pollicoltura — Porcicol*ura — iJoo^e'wia. 

BesllMMe CD) e rac»*!®®!^"^* <B>tiMla9 del Prof. F. 
Alberti, di pag. ▼ni-ai2i con 22 zÙQuootipie .... 2 60 

Blaneherla. — Vedi Disegno, taglio e confezione 
di biancheria^ — Macchine da cucire — Mono* 
grammi. 

BlbbU (Mannaie della), di & M., Zampini, di pa- 
gine xii-a06 2 60 

Blbllef;rafla, di Gr. Ottino, 2* ediz., riveduta di pa- 
gine yi-166, con 17 incisioni . . . • 2 — 

— Vedi Dizion'*rio biòlp^grafico, 
Blblieleearle (Manuale del), di Pbt2SH0U>T, tradu« 

^one di Qt. ^uai e G. Fumagalli, di jmk. 2jK-d64 con 
una'appendice di pag. 213 .... 7 5D 

— Vedi Dizionario bUdiografieo. 
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Biliardo (Il giuoco del), di J. Ghsuj, di paft. xt-179 

con 79 inustrazioni i^ 60 

BUsrrAflA- — Vedi Cristofaro Coiomb^ -y Dantologia ^ 

— Omero ^Shakespeare, ' • ' * '• 
Borsa (Operazioni di). — Yedi De^topitMico ^ Fd-, . 

loripumid ' *■' ^* '^ 

B*laolea, del Prot L D. 'BfoOKBÉ^ tradiai..tfal Profl K. 

PEiJtcìKo, 4* edizione, di pas:. xir-134, con 06 ine 1 60 
Br«iiiatoloi:ia« — Vedi Adtdterazione — Alimentu^ , . ^ ^, 

zione — Conserve Mmenhri -^'Frtmento e^'màU '*' "" 

— Latte, burro e caoio — FHntficiuHike. 

Burro. — Vedi Latte — Caseificio, . ' ^ ^^ 

Cae«iator« (Mannaie del), di Gf. ruJÙsfceBcm, di pa- * / 
grine vm-266, con 10 tavole e 14 inciisiotii nel testo. 9 ^ 
Calel • CoMontl (Impiegò Mle^, per Tìs^. L:'MàZ- ' 
zoccHi, di pag. xw-912 con 4& inddoni, ; . . . . 8 ^, 

Caleolo li>BoltegitìÉial«, étA Profl E/PaScai, : ' "** 

Parte I. Cte/co/o diff&entiùh, di pag. ttf^e con 10 
indsloni (rolome doppiò). . . . . .' .' . . .5 — 

Parte IL Càholo integrale, di pae:^-318cdììf 15 
incisioni (rolume doppio) 'V » ; .9 — 

— Vedi Esercizi applicaH ài calcolo —' Wwàtiani d- 
littirhe — Determinanti 'e applieaziòni, * ' 

Callijir***^ (Mannaie di/. Cenno storico, <àb^ uièoi^ 
riche, mateiiale d^openitb per la scrii;tóra e" metodd ^ 
dlnsegmamentov con &^ tavole di modelli dd principali, 
caratteri confonM'tó'pi^ttgrrainmi govemitlfH itUTfff-*"*** 
fossore R. FWKkstmiA, con 85 fikc^simSi di scrittore, ' ' 
elegantemente legato, tascabile, con i^eg^io annesse al * 
mannaie per tenere il moddilo . .' . . . ; . . . 9 — 

— Vedi anche Monogrammi — Ornatista. 

Calor« (11)^ d^ Dott m JoKEÌr, trttd. di IT. FoANAlét, "^ 
di pag. yiii'296 con 98 incisioni (volume dopilo) .' .^ — 

Cane ifMànuale delFaltevatore' del), cón*ini4lte''tàvtj!e, ' * 
di ANeELO Vecchio. (In- lavoro). 

Canianto (Manuale del), di L. MastriolI, di p. m-ÌSQ. 3 — 

Canihilere. Lavori di cantina mese per mése, ^elTCóge- ' 
gnere A. SrfttrciQldB, di par. iin-172 coh 96 indsionL tl'-^ 

Cariai^ailA (Manuale teorico-pratico della), con vn 
sunto sulla storia della Cartografia, del Prefl B. QsL* 
ciCH, di pag. vi-257, con 87 illustrazionJLdb^GoogJe. 3 — 



"~~ ] ETcT 

^ Vedi BJtthe Celerimensura — Disegno topografico 

— Tdémetrià — Yriatigo^ètone. 

Cas«Hl«l*, £ L, MA5S'n% S' edizione, completamente 
rifiitta di Sartoéi, di pagine rr-^l, con 34 incisionL à — 

— Vedi aiiQhe JBestiamfi — Latte, burro e (Uusio, ^ 
C«iMt# (D rittovo) l«*li^ii«, àdl*Arv. E. Brcot, di , 

pag. 331-346, fol. doppio. .... . . . 3 — 

CaT«R« (I?>, del Tèn. Coloniitìlo C. TòtPiNi, 2» ediz., 
di pagr. vni-ld5, con 8 tavole ► 2 6Q 

— Ye^ì 'Pr&vefW ■■■ , 
Cftvt télegruBèff' ik«tt«iMàìf^lAr;'Còétmzione/ìmmer- 

sione, riparazione, deUTng;. E. Jona, di pag". xvi-338, con , « 
188 %. e 1 carta dette' comunlc/fele«giia2 sottomarine.!? o$ 

€«l«rffli4Mn«r« (Mannaie pratico dì), e 'tavole Ioga- * 
ritmiche a quattro d^cims^ d^rin^t. F. BobletH, 
éi pag. vi-148 cori 2^ Incisioni . , 3 5Q 

€elerltti«ii«irrii (Mannaie e tavole di), 'delllng. G. Ob- 
' L'AKi»^ di p. laODcon qtiadrogretterale d'interpolazionL 18 -r 

— Vedi knWle" Cartografia — C^i)en»a2rìow« (fe^^i 
errm -^ Dlfe^ywo topografico —'Geometria pratica 

CeMéiité. ^ Yq^ '€hlèe e cementa. 

ee^«ttt«zloiie. — V<5di Tempera, ^ i. ^^ 

€er»iae«fte. — Tèdi* Vernici e ìacchel 

CerAwiehe, Majblielitf, vetri e p^rèelfeane (Guida 

per il raccoglitore di), del Conte L. Dk MAtmi. (In lav.). 
Ckimica, del Pttti H. B. RoscoK, traduzione del . 

Profe A. FAtMi, di pag. vt-124, con 36 ine, 4» ediz. 1 50 

— ^edi anche Alaaol — AnaliH del vt^ — Anatisi _ .., 
vf^mneh'ùfa — €kimiea — CAMi<Ja oifrarHa — Chi- " ' 
♦»«» iiédustriale — Ci^naii? — Óonctmt — Farma- 
cista *— Jn/^iPtone, disinfezione — l^affo, òwrro. 

€hlBit«* aerarla, del Dott A, Atooco, di p. viiI-328. 2 60 
Clilatfèè^ (Maiiàale del) « dellMii«asirta1«, ad uso 
dei Ohittiid analitici e tecnici, degli industriali, ecc., 
del Dot*. Pfo£ L. GAfeBÀ, 2* ediz. (In lavoro). 
Chlrttflfliii. -J- Vedi Anatomia topografica — Assi- 
stenta infamili — Igietie ^ Medicatvera antisettica 

— Soccorsi urgenza. 

CleltaM Minuale d*,'di A, Gaìawtb, rioMientcf 
Hkstwto, 9* ediz. (iti hvoro). ■ Dgtzedby Google " 
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L. e. 

CllMaiolojf U, di L. De Marchi, p. x-20i, oou 6 carte 1 5U 

— Vedi anche Igroscopi — Meteorologia — Sismologia* 
Codiel e leg^ì asa«ll d'IlaHa^ riscontrati sul testo 

ufficiale e coordinati sotto la direzione dell'AvT. Luigi 
Feanchi. (In lavoro). 

Codice civile, secondo il testo ufficiale. (In lavoro). 

Ceiiicc coiiinterclale, secondo il te =5to ufficiale. (In lav.). 

Codice di procedura civile, secondo il testo uffi* 
ciale. (In lavoro). . 

Codice penale, secondo il testo ufficiale. (In lavoro). 

Codice di procedura penale^ sscondo il testo uffi- 
ciale. (In lavoro). 

Raccolta delle leggi usuali. (In un solo voi. In la V.). 

Codice cavalleresco Italiano (Tecnica del duello)» 
opera premiata con medaglia d oro, del cav. J. Gelli, 
8» ediz. riveduta di pag. xv-272 (Vedi Duellante) . 2 50 

Codice dofanale italiano con comnienlo e note, 
dell' Avv. E. Bbuki, di pag. xx-1078 con 4 incisiom» 6 50 

Coi^nac (Fabbricazione dcd) • dello spirito di vino 
e distillazione delle fecce e delle vinacce, di 
Dal Piaz-di Prato, di pag. x-168, con 37 incisioni. 2 — 

Coleotteri Italiani, del Dott A. GtBJFVaa, p.ZYi-334 
con 215 incisioni (volume doppio) 3 — 

Colombi domestici e oolombleoltnra, del Plot P. 
BoNizzL di paar. vi-210, con 29 incisioni 9 — 

— Vedi anche Bestiame — Cane — Cavallo — Coni^ 
glicoltura — Follicoltura — Porcicoltura. 

Colori e la pittura (La scienza dei), del Prot Li. Guaita, 
di pag. 24& 3 — 

Colori e vernici, di (j. GoBiNi, 3* edia. totalmente 
rifatta, per ring. G. Appiani, di pag. x-282, con 13 
incisioni 2 — 

— Vedi anche Fotografia — Lttce e colori — Vernici* 
Coltivazione ed Industrie delle piante tessili, 

propriamente dette e di quelle che danno materia per 
legacci, lavori d'intreccio, sparteria, spazzole, scope, 
carta, ecc., coll'aggiunta di un Dizionario delle piante 
ed industrie tessili, di oltre 3000 yod, del Prof. M. 
A. Savobqnan D'Osoppo, di pag. xn-476, con 72 ine 5 — 
Compensailone deipll errori con speciale ap pilo»- » 
alone al rilievi greodetlcl, di F. Grotti, pag, iv-16a 9 — 
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€oniposl*«re-Tip#ir"'*^ (Manale dell' ftlli'èTo), di 
S. Landl — Vedi Tipografia, voi. II. 

€«Mp«aftiéH«, del f%i v: Gi«tt, roi* zmutpM'*"-'^ 

steria comm^(nale, IF^diz., di pàg*. ti4€8. . . . . 1 60 

— VoL n. Omputfeteria finanziaria, éSt pagf. vm-166. 1 50 
€*Mp«tlsteri« «forarla, iel Profili. Pè1*ei, di pA- _ 

gfine yi-2Ì2. ' \ ...... 1 Kf 

— Vedi Contabilità, ^ 

€*BeU delle pelli ed arti «filili, ^ ^. -G\)lSlin; ' ^ 
3* edizione interamente ri&tta did Dott. G^, B:'Btji^- ' 
CBBGftt e Oc. VfiHTimati, di pa&. IX-SIÓ. .... . 2 — 

CenellUtere (Mannaie del), dell'Avr. Qt, Pa* tacini. 
Guida teorico-pratica con formnlarib completo pel Con- 
dliatore, OaneelHere;» U^erèe PaltMìbhititòte m cause. 
8* edhiì. tutt» riveduta ed ampHata dall'autore e messa 
in armonia con 1 ultima l*»ggr^ t81ttglio 18tìB. p. x-4«)'3 — 

ConelMt, del Prof. A. Fuwàbo, di pagr. tn-958 . . . 9 — 

OonfeafoB^ d'aibHI p«r slfvorft* ^ Vedi DfM^HO, 
taglio e confezione di Màiu^ria» ■ "*^ 

€)ei»i9lle«Uor» pratlea^ di G^. Licoiabdellì. (In lav.). " 

<3eiis«vve AlliMeiiiiupl, di BvBttBam, 9* edi2. intera- 
mente rifatte dai Dott 6*. B. F&akcbsghi eG^. Vsif- 
T^BOU. di pag:. vni-256. ; . . . . . ; . . . .^ — 

CootabllUà. — Vedi Gomputitrteria C(mmèr0iak ^ ' 
Computisteria finmìsiMi *^ Cómptikàfie/ia agtWtà' ' ' ^ 
— OmtabiUtà comiumUe — Gmkibilità generale déUo > 
«tato — Interessi e sconti — Logismografia^^ Foga 
giomoHtfrà -^ Bagùméria ^^Bagieneria ddléOoo- *' 
perative — Ba^ionma industriale — Serittnre ' 
cI'a^iH -^ £!odAs<d 4i mudili» ^ocee^rio -- Folort' 
pubblici, 

CmmtmMiìSà eewMnale, seoondo le nuove distìtìsìsitM) ' 
legfislatiT^ 6 rt^iamentart (l^tò unico 10 felA^raiò 1S89 < 
e R. Dea^to^e lofirBo 1800, del Prot A. Db **ftt*r;"-'" 

di pag, vm^ìS» . *. '. \\ .».**:*-: teff 

OaiMablllià yenerale deUe >•!«(#, delVAvv. E. 

Bruni, pag. xn-422 (voi. doppio) . . 3 — 

CosBtegrsfla* Ifno sguardo alP UniversoU, dJ'B.'M. * *' 

La LsifA, di pag« xii-197, con 11 incisioni e 8 tavole. 1 130 
CeettivsleBe deyll stati. ^ Vedi DirUH e dùwri 
— Ordinamento. oigtizedby Google 
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__ __. 

Castrature ««Tuie (^{attoale ààU <U G. Basai, (Lsl 
" lavoro^ 

pUcata ai minei^ 4el ?rot F. Sanooni, di pi xvi-d^ 
cQp 284 iooisicNai nel testo (voi doppb) 8 — 

— Vedi Gedoffia «— Mineralogia, 

€rUt*r«r« Colombo, di V. BbIìLIO, con 10 iiicisioni, 
di pag. nr-136 150 

CrlttoffAiae* ^ Vedi MgilatUe crUtogamiche, 

CrlttoK^rAfla (La) dipiomatjM», nfiUtare e commerciale, 
ossia larte di cifrare o deófrare le oorri^pondeose 
scerete, del Conte L. Gioppl (In lavoro). • 

Cronologrlii* — Vedi Storia e crontdogia. 

Cabalare 4^1 leyaiaBii (Prontuario per la), di G. Bbl- 
LUOMiMi, 3* edisk aumentata e corretta. ^ paff. d04 . 2 50 

Curve» Manuale pel traeaiamento delle corvè delle Fer- 
rovie e Strade carrettiere di G. H. KrOhrks, tradu- 
àonedi L. Lobu, 2* edizione^ di pae:. 164, con 1 tav. 2 50 

Dantolos^la, di G. A. Sgàrtàssini, 2* ediz. Vita ed 
Opere di Dante AUg:Meri, di pfkg* vi-406 (voL doppio) 3 ^ 

Debito (II) pubblico Itallaao e le regole e i modi per 
le operaziom sui titoli che lo, rappresentano, di F. Aas- 
zom. di pag. Ym-S76 (voL doppio). • • * p • • . 3 — 

— Vedi Opé»miiii0m di barm. 

DeeorMUono o kidvoirle artlotiobo, . dell' Ansh. A* 
Melani, 2 voi., di complessive pagine zx*460, con 
118 inrìsioni •••.•. 6 — 

Determlnaiitl e oppllcazlonl, del Prof! £. Pascal. 
(In lavoro). 

— Vedi Calcolo infimtesimaie *— Esercizi di cakolo 
— Funzioni ellittiche. 

DldatHeo, per gli alunni delle scuole nermaU erpei na- 
stri elementari del Proi G. 3oiii, di pag. Vin*214 . 1 50 
Dlireoie (jfX), di 0. FBRBua, di pag. iv-ia4« .... 1 50 
DliMioilea elemoncaro, del Dott 0. CaotahbO, di 
pag. vni446, con 25 figve «.16(^ 

— Vedi Termodinamica. 

Diritti o doveri dei eiilMllBl, secondo le Istituioni 
' deilo Stato, per uso delle pubblicke scuole, del Prot D. 
MATHOia, 8* ed., di pag. zvi-206 • L6a 

Digitized by VaOOQ IC 



Elenco dei Manuali Hoepli, 13 
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DIrKi* «niiiliiislratlvo (inasta i proenmm! governa- ' 
tiyi, ad oso deifli Istituti tecnici, del Prof. G. Loris, 
2* edizione, di pag. xxn-506 (volume doppio). . . . 3 — 

— Vedi anche Legge comunale — ContaUlità comu- 
nale. 

DlrUi« elTile fOompendio di), del Prof. G. Loris. g:iusta 
i programmi governativi ad uso degli Istitud Tecnici, 

di pasr. xvi-336 (volume doppio) 3"— 

Dlri(i«el vile llalian*, del Prof.C.ALBICINl,p.vm-I2^ 1 60 
Dlrllt* eoBtmerelale Italiana, di E. VlDABl, cG 
pag. Z-514 (Volume doppio). 3 ~ 

— Vedi Mandato, 

Dirltlo comunale • prawlnelale. — Vedi Diritto 
amministrativo — Legge comunale — Contabilità 
comunale, 

Dlrillo eoslUuslonale, di F. P. CoNTUZZl, 2^ ediz., 
di pag. XYi-iflO (volume dr>ppio) • . . 3 -^ 

Dlrlila e«ele«lasUea, 0. Ouio. p. xn-472 (voL doppio) 3 — 

Diritta InlemaElonale prlwata, deU*Aw. Prof. F. P. 
OoNTiTzzi, di pag. rvi-;-tf>2 (volume doppio) . . . • 3^ — 

Diruta Inlarnasloaala |>ubbilea, dell'A w. ProiF. F. 
OoNTUzzi, di pag. xn-32l) (volume doppio). . • • • 3 -* 

Diritta panale, dell' Aw. A. Stoppato, di p. vni-192. 1 50 

Diritta raaiana, del Prof. 0. Febrini, di pag. vm-ia^ 1 50 

ilUeirnatare nieeeaniea e nozioni tecniche generali 
di Aritmetica, Geometria, Algebra, Prospettiva, Resi- 
stenza dei materiali, Apparecchi idraulici. Macchine 
semplici ed a vapore, Propulsori, peir V. Goffi, 2^ 
ediz. riveduta, di pag. zxi435, con 363 figure . • • 5 — 

Dlèeirna. I principii del Disegno, del Prot C. BoiTO, 
3* ediz^ di pag. iy-20d. oon 61 silografie 2 — 

Dlseipna assananteirlaaf del Prot P. Paoloni, di pa- 
gine iv-122 con 21 tavole e 23 figure nel testo. . ^ 2 — 

DUeipna f aamairtea, del Piot A. Antilu^ di pà- 
gine viu-85, 6 figure nel testo e 26 tavole litografiche 2 — 

Dlsef^na Industriale, di E. GiORU. Corso regolare 
di disegno geometrico e delle proiezioni, DegU s^uppi , 
delle superfici dei solidi. Della costruzione dni princi- 
pali organi delle macchine, Macchine utensili, di pa- 
gine vm-218, oon 206 problemi risolti e 2t£L figure 2 — 

fzedby Google ' 
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— L. g, 

Dls«fBe 41 projezUnl orUyonvll, d^l Prq^ J). 

Lanm, di pag. Y«i-I5i, con I3i mcisioni , . . ,. .. ? 50 
IM#«ffno lop«|fr«aeo, 4e) GapiWlo (^« fiSB¥BI4«<»« 

2* ediz. 4i p««. V1-X37, con X2 tavole e 10 incisioni , 9 — 

— Vedi anche Cartografia — CeUriìnen9wra — Pro- 
spettivQf — Telem^trid — Triangolazioni ..... 

Dlsefno, 4*flU « eonfexlone 4l'blaneh«rt«(Ma- 
na&le teorico pratico idi), di E. Bonetti^ con un 
.E^^onario di noiùencl^tura, di pag. vtn-216 con 40 tav, ^ .-rs 

bUefno, iairllo * «^nfeiiope di abili da «l^^oara^^ ^^, 
di Emilia Lóva, con 40 tavole illustrative . , . , . 3 — 

DUInfeziAiift. — Vedi Infezione. 

DUUIUzUne. -r- Vedi Alcool —Analisi del vino — ,,,, 
Analisi volumetrica --Chimica agraria — Chimico 
— Cognac — ^arwiocwto — Liquorista, 

DIUerl ItalUnt, di PàO^o LiIQY (JSÌntomologia ttl)^ . 
di pag. VIISJ6Ò, con '1S7 incisioiii (volume doppio) . . 3 — 

Dlftonarif «Iplat iialUno* Parte 1*: Vette e valichi 
italiani, dellln*. B. BiGNAia-SoaMAM, — Parte 2*: 
Yaìli lombarde e limitrofe alla Lombardia, delllng. C. 
Scof^vA^ii di pag. xzu-310 , • • • • ^ 3 50 

— Vedi anche Alpi — Ftealpi, 

m^tanarU Erilr«« Italiana arAb^-anarie*, rac- 
colt^k dei vocaboli |»iù usuali néUe principali lingue par- 
late nella colonia eritrea, di A. Allori, p. xxxin.203. 2 ^(^ 

— Vedi drammatica yfiUa — Lingi4>e d^ Africa — Tigre. 
DUIanarla blbllarrafl«o, di ti. ArUA, di pag. lUO. 1 50 

— Vftdi Bibliografia - Bibliotecàrio. 

DUIonaria nutelléa» per il Raccoglitore di franco- 
bolli con V^trodt^one storicik e bibliografia, di J. 
aBLU, di pag. LXiv-412. 4 50 

Dlslanaria faia|rr*B«* p^l dilettanti e professionisti, 
con oltre 1500 voci in 4 lingue, 500 sinonimi, 600 formule, 
dt L. GtioPPU pag. Vm-tìU), con 96 ine. e 10 tav,. . 7 50 

— Vedi Arti gralUihe — Fotocromatografta — Foto- 
grafia ortoeromatica — Fotografia per dilettanti — 
Ricettario fotografico. 

Dlzlanarla i^aaffraflea unìmirmmìm^ del Dott G^. Gà- 
BOLLO^ i* ^. complet. rifatta. Uscirà in autunno 1896, 

Dizionario aillaiidse-^lialUno e repertorio Ita^* 
llauo-milaneoe, di Clbtto Abbiohi, di jpi^g. 912 . 8 50 
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Dtit«ii*rl# t4»«iilé« l(*lt*ii«, tei€»a««, ft*aiM««e « 
tiiirl«««9 delllngr. E Wbbber, 4 volumetti. (In lar.). 

Dtil^narl* leraitBl é«lf« ««rse, di 0. Volpini, p. 47. 1 — 

Otitonarl* iiiit¥er««l« delle llii|^e IlaitMiAy ie- 
4ese«9 ÌB|^lese e firaBeese, disposte in tm tmico 
alfabeto. 1 yol. di pag. 1200 8 — 

Dizlemrle veUpfik. — Vedi VolapUh 

Doir»**«* — Vedi Codice doganale — Trasporti e to- 
riffe, 

Dettrlna pepelare, in 4 lingue. (Italiana, Francese, 
Inglese e Tedesca). Motti popolari, frasi commerciali e 
proverbi, raccolti da G. Sessa, 2* ediz., di pag. 17-212. 2 — 

Deverl del Meeehlnlsl» navale e condotta della 
macchina a vapore marina ad uso dei maccbinisti navali 
e degli Istituti nautici, di M. Lignabolo, p. xvi-303. 2 50 

DvellRBie (Manuale del) in appendice al Codice cantal' 
Uresco. Opera premiata con medaglia d'oro e con 
diploma d*onore, del cav. J. Gelli, 2^ edizione, di 
pag. vin-256, con 27 tavole 2 50 

BeeaeMla del fabbrleati rvrali, di V. NiOOOU, di 
pag. vi-192 2 — 

— Vedi anche Estimo rurale — Legislazione rurale, 
BeeaeMla pellilea, dei Prof. W. S. Jevomb, traduz. 

del FroL L. Cossa, 3* ed., riveduta, di pag. znr.174. 1 60 

— Vedi anche Diritti e doveri — Diritto eivik — 
DiritU) commerciale — Diritto ecclesiastico — Di- ' 
ritto intemazionale — Diritto penale "- Diritto 
romano — Ordinamento degli Stati ~ Scienza delle 
finanze. 

Edilizia* — Vedi Abitazioni animali domestici — 
ArMtettura italia/na — Asfalto — Calci e cementi 

— Fabbricati civili — Economia fabbricati rurali 

— Fognatura cittadina — Ingegnere civile — Mar- 
mista — Frovrietario di case ed opifici — Ricchezza 
mobile — Besistenza dei materiali — Riscaldamento 
e ventilazione degli ambienti abitati — Travi metal- 
liche composte. 

Eleiirlelsta (Manuale dell'), di G. Colombo e R. Fer- 
BINI, di pag. vin-204-44, con 40 incisioni 4 — 

Blettrielftà, del Prof. FLSSiUNa Jekkin, traduz. del 
Prof. R. Feb&imx, di pag. Tin-180, con 32 incisioni. 1 M 



JRmm^ M Jf^mcaH AqiqM 



L. e. 

GalvanopUutiai -- JJ/wiiffianoyie «lettrm — Mth..u 
(fnetUmo ^ ehtMeUà ^ T$Mm% f^.XsUgrafi»^ /• 

Qattameo, di pag. x-212, 009 71 ìucìbì^ì. ...,,, « i 50 

EaeleUpedi» H^eplt (PÌQOo]a), in % ¥^niir dì: 3^1%: Jfc 

pagine di dua oplpnne per qki4 pagin^vCpQ Appenr v.ii 

dice (146,740 yoci). L'opera completa elegantem. leg« 90— 

Eeerf in AflfD». di B. FEI^MTt 4i P^ VXrlQS»/)9»ql4ÌWi»i)..H 

— Vedi\aacbe Calfr^ -r JJiwaiinca ^ Ì^u^ ts ^y^m • 

— TermocUfkamica* 

Bn*l#irl»9 «recete ad vaa 4egli mdoKi itik^wi. M ^« 
ProL a Ottayx, 3' ediz» xÌT^atf^ a WVHl^ 4l^.À* 
SmuGCBi. (In UYoro)^ 

— Vedi anclie Akool -^ 4«a?i»i W Ww — Qfniwim-^i.in 

— Cognac ^ LHtuorista ^ MàlaUie ed aitcr^imii 
dei vini -r- UwiKWW r- Uvq, daMvQÌa ^ f tfH>. . 

, —T' Tittcottwra. 

ED*lft«rla 4MMM»sil«#y dilU^WWAflWf». Wfp T^]^..3 -*f 

Enton^loflrl** — Vedi Ammali parassiti — ^ifico^- . 

twra -. jtfocftt do «eto — . C^kotteri r* Ditìm t^^ 

liani — /«fèo^awafore — i»»c#i nocwf — -Iwfftl. 

«<f/f -^ lé^fddotteri italiani ^ Sati/kraUsi^ viag- 

gtatore r- Ortotteri'— Zoologu^ 
Eqawii^iil. — Vc|di Algebra complementare ~ JB$orf , . 

cizi dJoigebra, 
Eritrea. — Vedi Z)ù«ma«o eritref>* italianozarabo 

— Grammatica galla — Lingue d^ Africa — JFVo» 
do«i agricoii d^ Tropico — Tigrè-itc^no, , , 

Err«irl • pr«irN<lt'l ▼•Iff^rl» confuta^ qoUa^.^C^rt^ 
delli^ scienza e del ^pciiup ifk Gt. &sbjì9vovj^^Mi 
di pag. iv-170. ... f ....•..,., ^ 1 60 

Esereist di al|r«l>r^ «1eaieii^iMr«, del.P^i PiXh 
CHXALB, di pag. yni-135, pan g incisioni . ^ . . /i 50 

— Vedi jUgébra.' 

Bs«retzl 41 e»le«l« iDADtiesInafe (Oalcok) di&]»n> 
sdale e integrale), del Fro£ E. Pabqal, di pag. jx-^ 
(Yolome doppio) ..,•»,•, 8 -^ 

— Vedi CWcold infiniteeimale — jbctermin(m<i (Vh t 
,p}icazmi- Funzioni ellitHcJie. „g,,,,,^ Google 
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rriffiiii»M«# Ér«wM>^ dftl FM &. P»A!?, p. Y;.18a l M 

— Vedi (3r(wm^Uc(i .^ JÌ6^era*i*rfl. 

. zione alle Nozioni elementari di lingua gréna, del 
Prot V- llfAW^ di A. y. :Biwa«TA di pi^. xxi.a37,A'6* 
E>«r«|z| U|)|iit.«4»if ''^•'•?(M9ff«^<VafiWi«wae),del , . 

— V . Micaé (ìratm^w^tvca latina — JUttfr^tura romana, 

Bstelle^. del Proi M. Pu,Q, dì pag, >:x-W . ., . , ;[ M 

— Vedi Xtica — FUosofla — iwca — Piicotogid, 
E»llii|i*;de^.terroBl^ deiring.PiETRa FHiiPPlKi. (In hrX 
Bstlné ràral«, di F. Carena oì Mueiook, p. yi-i61 2 — 

— Vedi 4(fropqmia — Catasto — Cderimen^tfra — . . 
JHseffnq topù^ra^o — icono^ia dei falhicati rti- 
ra/i — tì^eome^t-ta pratica — THcin^fotazioni, 

Btiea, del Pro^ ti. Ì'riso. (In lavoro). 

|£|BO|fr*ll*, B. MALS-AtTi, 2* ed. inter. riflisa, p. vr-a» X 50 

— Vedi Antropologia. 

KinmUgìai. — Vedi Paleoetnologia, "'' ' 

Fablirieall elvUl ipi ^b||a«ioiil, del Proi. C. Lbvi, 
con molte incisioni. (Ih lavoro), 

-- Vedi anche Edilizia 

Fabbri. — Vedi Fonditore — Operaip — Tornitore. 

FaL«irn<Mfei« «^ ^■••'«***^»« if atura dei legnami, maniera 
di conéervwjf,' prepararli, colprirli e verniciarli, lorq 
cubatura, di Gf. BiSLtuoMiNi pag. x-138, con 42 ine 2 — 

Farnaelsla (Mannaie del), del Uott. P. E. Alessandri, 
di pag. m-^, con 138 tav. e ^ incisioni originali. 6 QQ 

Feifr». — ' Vedi 506) meccani^wi — Ingegnere civile 
— In^^^flfnére navale — JiietalH — Operaio — Re- 
sistenza materiale — Siderurgia — Tempera — 
Trai* metallici, r ooolr> 
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'• L. e. 

Ferrovie. — Vedi Oodice doganale >— Curve — Jfec-*" ' ^ 
chinista e faochisfxt — Trasporti e tarife, ' 

PiUiara. Manuale di filatura, teeÈdtura e larorasicifle 
meccanica delle fibre tessili, di B. G^boths, traduriohe * 
sull'ultima edizione tedesca, di p. Ym414. c6n 105'inc/5 -^ 

-- Vedi an^he Coltivazione — Piante industrML ' ' 

Pllatiir* àéììm seta, di G^. Pasqualis. (In layòro). 

PII*loirlaelaMlea,|rre««ela«la*,V.lNA]Ul,p.XlI-ld6 1 9p 

Ftl«ttaata« Quadro generale fi navigazione da diiÀ>rti6' '" ^ 
e consigli ù prindpianti, con un Vocabolario tecnico più ^ 
in uso nel panfiliamento, del Capitano Gt, QvsYj^' ' * 
di pag. XVI.286 2 50 

PllaMlla. — Vedi Estetiea — Etica — Filosofia mo- 
rale — Logica — Psicologia — Psicoiogia fisiologica.' ' 

FIUs«Ìla Bi*ral«, di L. Pbibo, p. XVl-8d6 (Tol. doppio) S — 

Finanie. — Vedi Debito pubblico — Scienza delle 
finanze — Valori pubblicL 

Plori arilllclall, di 0. Ballerini, con molte illustra- 
zioni. (In lavoro). . . 

Fiori. — Vedi Botanica — Floricoltura — Orticol- 
tura — Piante e fiori, 

PUlca, del Fro£. Balfoub Stewart, trad. del ProL &. . 
Cantoni, 4* ediz^ di pag. z-188, con 48 incisioni . , 1 50 

— VMi Calore — Energia fisica — Luce e Sìnono, 
PlaUloir<»9 di FOBTE&, traduz. del ProL G^. Albini, 

3* f^xn. di WMT. xn-lRR. con IR inciflioni 1 50 

FUIologrIa ¥e|^elale, del Oott LuiGi MONTEMARTIKI, 

con illustrazionL (In lavoro). 
PlorleoUura (Manuale di), di C. M. Fratelli BODA, di 

pag. yni-186, con 61 incisioni 3 — 

— Vedi anche Botanica — Orticoltura — PiarUe e fiori, 
Poir""»^"!** cittadina, dell*Ing. D, Spataag, di pa- . . 

gine x-684, con 220 figure e 1 tavola in litografia. • 7 — 
Fonditore In tnttl I metalli (Manuale del), di 0^. Bel- 
LUOMiNi, di pag. 146, con 41 incisioni •*.,•• 2 -* 

— Vedi anche Operaio, 

Fonoloirl* flr>*«««9 del ProL A. CiNaiiiNi. dn lavoro). 
Fonole|rl« Italiana, del Dott L. Stoppato, p. Tm-102. 1 50 
Fonologia latina, di S. CONSOLI, di pag. 206 . • • X 50 



gine XYi-138, con 19 indisloni . . [^gt^db^CiOp^ 
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F*i*l^r9flii «4 mrtì nfQiil* -^ Vedi Arti grafiche — 
Dizionario fotografico — Fotocmmatografia — Fo- 
tografia ort^cromatiea — Fotografia per dilettaci 
— ^ Litografia — Bicptfario fotografino. 

Vmimi^rtiùm •rUeromMl^a, del Doti C. BoNACmi, 
di pag x;7i*277 oon 3a indsiom e 5 tavole .... 3 50 

F«4*l^aila pel fHletlanll. (Come il sole dipinsre), di 
G^. MuFFONE, p, xii-306, 3» ed. rifatta ed aument, 83 ine 2 — 

FrvBieBU e mais, di Gt. Cantoni, p. yi-168 e 13 incis. 2 — 

Fratta iplnbrt (Le), di A, Pucci, di pag. vin-192, con 
. 9^ incisioni . 2 50 

Froillealiara^ del ProL Dott D. Tamaro, 2» ediz., 
di pag: xyi-277f con 33 incisioni e 5 tavole . . • • 3 50 

FnlMinl e parafkiiniliil, del Dott Prot B. Cane- 
strini, di pag. yiii-166, con 6 incisbni 2 -» 

Paairhl (I) ed I tarlali, loro natura^ storia, coltura, con- 
servazione e cudnatura. Cenni di FoLOO Bruni, di 
pag. viii-184 2 — 

Faailoal elllttlelie, del Prof! E. PasqaIi, di pag. 240. 1 50 

•— Vedi anche Calcolo infinitesimale — Esercizi ap- 
plicati al calcolo — Determinanti e applicazioni, 

GalYanoplàstlea» ed altre applicaàoni deirelettrolisi, 
Gfàlvanostegia, Mettrometallurgia, Affinatura dei me- 
talli. Preparazione bell'alluminio, Sbianchimento della 
carta e delle stoffe, Risanamento delle acque. Concia 
elettrica delle pelli, ecc., del Prof. R. Ferrini, 2^ ed., 
completamente zifatta, di pag« zn-392 con 45 incisioni* 4 — 

«■•Uleoltora, del Prof. D. Tamaro, p. xvi-175e22inc 2 — 

Cieodlesla. — Vedi Compensazione degli errori — 
Celertmenaura — Curve — Disegno topografico — 
Geometria pratica — Telemetria — Triangolazioni. 

Geadlnaailea. — Vedi Dinamica — Meccanica -— 
Sismologia — Termodinamica — Vulcanismo» 

tieaifrafia « storta del ir^obo. ^ Vedi Alpi —• 
Atlante universale — AUante deU* Italia — Carte- 
grafia — Catasto — Cristoforo Colombo — Dizio- 
nfHa . alpino — Dizionario geografico — Esercizi 
geografici — Etnografia — 0-eografia — Geografia 
dàsfioa -^ Geografia fisica — Geologia — Mare — 

^^BaUoetnplogia 7- Frealpi hergama^eh^ — Prontuario 
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«e«rr*ila« di G. GHìo^; trad. del Prot B. &Attwwi, * 
2* edìz.. rìvednta. di iM«. m-19D, c<m 26 indrioni . 1 6Q 

GeorrRlla étaMl«ii, di R P. YozifiÀ, ttadu^ótlé 6 ' \ 
tiote dfil Prof. t. (^^S^mtÈ, B' ediaW di.uai{. iV-lte. . 1 50 

Geografia lliitea, di A. Qctxm, ttidtldotió stltia 9*;"''* 
ediz. inglese di A. St^o^pahi, 8* etfbt, di ttegr.; rr-ldS^ 
con 30 incisioni . .... ..' • .' . •'',"*.*' i' . "ttllA 

Geolorla, di GEtttt, traduzióne i^à B^'édlMÓtóA iil- "^ ' 
g:lese di A. Stoppaio, 3* ed., di p. ti-151 con' 47 ine. 1 fiO 

— Vedi drikcUloffrafUi — Mnè^alógià — ^ PdXébffi^àfia." ' * 
«eametrla anallcloa '4«ll« iltoiuiU^ ; dèi ^tòi f . .. 

AscHiERt di pàRivi-lOe, con iiinòlsiìnBfv K 'l . '/l'M 
CSeomelria analhl«a é^ì piatta, de} Pt/F. AlK^ttS^ 

di pag:. vt-m, con 12 incisioni . . " .' V . . .• • ;rH) 
Geometria <l«Éert(«lvftdi* F. AJCttDÈld, "2^ edizióne. 

(In lavoro). J 

Geometria mèlHe* é trl^auaiiiétrlà, dèlTrdC S.' ' 

PiKOflEttLÉ, 4* ediz., di pi^. lV-158, òtìn 4V indriioiri. 1 60 
Geometria |^r*tfea, delVIng. Proi. G. BattOB, 2* èdiz., 

riveduta, di pag. X-1B4, ctìi I2f4 ilicisibnl . ' .'"'.'^ . .4 — 

— Vedi C<!/cHmen^m -^ DÌ9^nò dièorumetrióo — 
i>i»c^o ffeometrico — Disegno topografico — Oco- 
dcw — Begolo caloolatone — Statioct — Telemetria 
— TriangolationL 

Geémeirla f^réjettl^a del |^|aiia « iella «it«ll*, 
dèi Proi F. AacmBìii, 2* edizione,, fi pag. Vl-tì28, coli' '*' 
86inà8Ìoni. ................. '.' .*lT5fl 

Geometria projeltlira déNo opAfefo, del Profl F. A* 
scHiERt, 2^ ediz. rifatta, di pag, yi-264, con 16 incis, 1 5Q 

Geometria para «leiaeìntare, del Prot S."PlM- 
CHEBLE, 4* ediz., di pag. ▼m459, oonll2 indaioni . 1 50 

Giardino (H) fnrantllé, tftì PrOL F.'CÒlrrt, ^^' "' 
gine iy-214, con 27 tarole (voi. doppio) . • • . • • & — 

— Vedi anche Giuochi ginnastici, . ' ' 
Glnnaotlea (Storia della), di F. VAltSirti, di i». tin40i. 1 50 
GlDDaotlea femmlntté di VAlXti»!, p. VI*1I2, é9ììS^ 3' — 
Glnnaotlea maoehile (Manuale di), pet dola A J. 

(s^EXXi, di pag. vm-lOB, con 216 indabni •»•••&» 
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C;iol«llertii9 •r«>ll««#t», «r«, iirf«ii«è le lilàtf**, ^ 

di E. BosELU, di paff. 336, con 1^ incisioni . • . 4 — 
<i(Ìiiw«M^, s^ort » ««ll<Bsf<»«l« — Vedi Spnff. ^"^ 

«■■■•ehi ipiiiiiAstiel per I* |f1#Teiità éelle ««••!« ' 

e del |»ep«U, raccolti e descrìtti diF. 8-ABBiStti/ ''^ 

di^prt^.sexiaactóé* tàttile illttótratire 'ftìtf 

OliÉrlsprodenza e lè^ltohizt«Be« -> Vedi Catasto — 

Codice dogmah-^OtmMiatòf^^ Débito p^tiicó^^ l 
■ iMééèto — Diritti e dovàH — Diritto amfndnistratioo "' 

— Diritto civile — Diritto commerciaie — Diritto 
cÒBtktkiMuOe ^ Dvrtééo eòd€8ia8iUk> — DIH«tf <»- -* 
temazionaie privato^'^ DMtèò intemazionale pub- 
blicò -^^ ÌHHtè&'petùde — DiHtiù romano — J?ew- ^ 

nomia ^Wiéa — Imposte éirette — 2>fie« «dHm- ' 
mU e pro^^iMiak -^ Le^isktó^me ru*^aU 
commei^eiàle -^ Notaro ^ Ordinamento stati liberi 

di JBi6^*rf -^**(Mf»W»àcHtóf ÉtdU UbeH fuori di '*^ 

JBuropa — Proprietario di eaèe — Bic<J^ifi!fa ♦^tfé 

~ Scienisa deUe finémee — TMftmenfì. '^ 

Glotieloff la, del Prof. G^. De G&A«forio, di p. X2^r-3Ì8 ^ 
(volume dóppio) 3'-^ 

-— Vedi anche Orittogrcefia — Letterature diverse — 
Lingua gOtim — Liiigue neolatine — Paleografia 

— Sanscrito, 

GnoBioiitfMi ossia l'arte 41 e^tilralre •r*lo|ri i»o-^ ' 
lari, del Prof. La Lkta. (In lavoro). . . 

— Vedi Orologeria, «> 
UrèLM^gìm, di 0. LoMB&oeo, con 470 fac-sitmli, di p. ^2. 8 .&Q 
«ramàatitéii Mi-aiikMi. 4- Tedi Araldica: • • • -* 
OraiMBiatlea e dUaUBarle delta lfa|r"* ^«^ Oiàlla 

(•reMMléii), 'del Proi B. VttSBMlO. 

YoL X ' edda^talmno, di par* nn-lSQ à 60 

Voi. IL ItaHàiièhGaUa, di pag. 131^406. . • . . fi 50 
«ranattttl^a fl*àiié«a«9 del Proi G. ?nk% p. xr-1287; 1 5à 

— Vedi Bsereigi ditradmidcm -- Letteratura. 
ChraMÉMtfM «re«iu'ia!?èidk>iii eiòmentÉoi di linroft ! 

«iiéoa), del Prot ÌMéùìà, ^ edizione, di pagr. Itvi-aoe. 1 89 

— Vedi EtensiH — Letteratura. 
Cta^aanaàlioa d*lla lln|^a garétta ■Mderaa, del 

Prof: K LoT8»A, di pag. vmf6é ....... .làitf 

«raMMMi«t#aÉÉfli«M,deIPio£iLlf&tFAVU,p.zn-dOO 1 50 
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«rMHBMttoa Ualiutt*, di T. Oomcàri, 2» edizbno ri- & 

veduta, di pae. xvi-230 • «150 

«raMBiailea latin*, del ProL L. Yaimaqqi, 9, x-^ 1 5a 

— Vedi Esercizi latini — Letteratura romana. 
«raniBiailea olandese (Blem. di). M. Morgana. (In lav.) 
faraiMBiaitea e veealiolarlo della llii|:Ba ranena, 

del Prof. R. Loyeba, di par. vin-200 1 fia 

Gramaiailea russa, del Prof. Vojnovigh. (In lav.). 
Grawmallea spa^Boela, del Prof.L. Payu, p. xa-lU 1 50 

— Vedi Letteraìinra. 

«ramaiailea tedesea, del Prof. L. Pavia, p. j:vra-25i X 60 

— Vedi Esercizi di traduzione — Letteratura» 
Gra¥ltaxUp€»« Spiegaaàone elementare ddUe pzincipali 

perturbazioni nel sistema solare di Sir Gt. B. AnT, trad.* 
note ed aggiunte di F. Porro, 60 ine, di p. xziy-176. 1 50 

#*reela antica. — Vedi Arte greca — Scoria antica, 

Hnnns (L), la rerlllità e V igiene del terreni 
eniinrall, del Pro£ A. Casali, di par- xvi-220 . . 2 — 

Idraaliea, del Prot Ing. T. Perdoni. (In lavoro). 

Idroterapia* — Vedi Acque, 

Igiene. — Vedi Acque minerali — Fognatura citta- 
dina — Igiene del lavoro — Igiene vita pubblica 
e privata — Igiene privata e medicina pispolare — 
Igiene rurale — Igiene scolastica — Igiene veteri- 
naria — Infezione, disinfezione e disit^etto/nH — 
Medicatura antisettica, 

igiene del lavoro, TRAMBUSTI A, e Sanarglu. di pa- 
gine vin-362, con 70 incisioni 2 60 

Igiene della vita pubblio* e privata, del Dott. G^ 
Faralli, di pag. m-250 3 60 

Igiene privata e medicina popolare ad uso delle iami* 
gUe, di G. BocK, trad. di E. Pardstzi sulla 7* ediz. ted. 
con una introduzione di Gt, ScmuAHl, di pag. zn-a7& 2 60 

Igiene pubblica, del Dott. C. GoRiNi. an lavoro). 

Igiene rurale, A. Carraroli, pag. x-470 (voi. doppio). 3 — 

Igiene seolastloa, di A. R1PO88I, 2» ed^ di pag. iv-2ia 2 — 

Igiene veterinaria, del Dott. U. Barpi, di p. vin-2SB. 2 — 

IgroseopI, Igrometri, umidità atmosforloa, dd 
Prot P. Canxoxi, di pag, za-i46, con Siine e 7 tabw 1 60 

Illuminazione elettriea (Impianti di), dell' Ing. BL 
PuazoLi 3" edizione inteii^monte ribatta* (& Isvoi^ . .« 
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iMbnUaMiàtore (Manuale dell*), preparatore tassider- 
mista, di R, GrmtVLO. 2* «d. riv., di p. 30X448, 38 ine. — 

— Vedi Naturaliata viaggiatore, ,. ^ l 
Imposte ilrcfUé (Riscossione delle), l!.BBiTNi,p.ym-158 1 50 

— V. anche Proprietario di case— BicohezpcLinohUe, 
Indastrl* della «art», dellTng. L. Sìrtori! (tnìav.) ' 
IndustHa della fteta, di L. OtaSBJL, ^ ed., ip. Xy-208. 3 — 
Industria (L') stearlea. Manuale pratico defl'Injg;. B. 

Mabazza, di pag. 288, Con 76 ine. e con molte tab. 6 -w 
Indastrte diverse. — Vedi Apicoltura — Arte mi- 
neraria — Asfaltò — Colóri e vernici — Concia 
pelli — Caseificio — Concimi — Conferve ^ — De- 
corazioni — Falegname — Fiori artificiali — Flo^ 
ricoltura — Fonditore — • fotografia — Frutti- 
coltura — Gnomonica — Industria della carta — 
Industria stearina — Imbalsamatore — Latte, burro 
e cacio — Marmista — Meccanico — Molini — Olii 
vegetali, animali e minerali — Operaio — Orticol- 
tura — Ostricoltura — Pam/?ca;?iow« — Piccole in- 
dustrie — Pirotecnica — Piscicoltura — Pittura 

— Po?H(j'>ZfMra -— Pomologia artificiale — Saponeria 

— ^coltura — Vcmict e lacche. 

Industrie tessili. — Vedi BaChi da Seta — Colti- 
vazione e industria deUe piante tessili — Filatura 

— FUatwta della seta — Gelsicoltura — Industria 
della seta — Piante tessili — Tessitore — Tintore 

Inreziane, dHsInfetlenv • dlslnl^ttaiitl, del ¥)òttor 

Prof. P. E. Alessandri, di pag. vm-190, con 7 ine. à — 
Ing^eg^n^re astronoma. — Vedi Prontuario, 
inir e|f nere el vile. Manuale delFInge^ere dvUe e indu- 
striale, di Qt, Colombo, 14* ed. (34*, 35* e 36* migliaio), di 

pag. ziy-356, con 203 figure 5 50 

Il medesimo tradotto b francese da P. Mabcillag. 6 5^ 
Inipegtiere nairale. Prontuario di A. Cignoki, con 

36 flg., di psg. rxxa-^&l, Leg. in tela L. 4 50, in pelle. 5 50 
Ing^eg-nerla. — Vedi Matematica e Ingegneria, 
insetti naelirt, F. pRANCÌBSOHna, p. yui-264. 9(5 incls. H -^ 
Itaiettl titilli F. F&ANCfisoHiNi, p. xn-160, 43 ine. e 1 tav. à — 
Interesse e seanto, di B. &A0LlAÌeu>l, di pag. ti-204. d — 
Ittlalairi»* — Vedi Ostricóltwra — Piscicóltwra. 
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La«4e, barr* e e«eU. Chimica analitioa applicata al 
caseificio, del Prot Sabtori, di pag. z-162, con 24 ìqc. 2 •— 

— Vedi Caseificio. 

Lavori di terra (Manuale di), dell'Ing. B. Leonl 
(In lavoro). 

L.*¥*rl femmiiiilh — Vedi Confezione d^MH per 
signora e Varie del taglio — Disegno, taglio e con- 
fezioni di biancheria — Macchine da cucire e da 
ricamare — Monogrammi — Ornatista, 

^^n^ (La nnòva) eomanale • provinciale, anno- 
tata dall' A VT. E. Mazzoccolo, 8* ediz., con l'aggiunta 
di due regolamenti e due indici* di pag. yin-728 . • 4 50 

Leifl^e eoamnale (Appendice alla) del lt9 e fèS 
luglio flS9i, di E. Mazzoccolo, di pag. ym-2j6. 2 — 

Lieg-irl* — V. Catasto — Codice doganale — Codici — 
ConcUia*ore - Débito puhbltco - digesto — Diritto 
amministrativO'Civile-conimerciale-costitiAzionale ec- 
clesiastico-internazionale-penale-romafio — Imposte 
dirette — Legge comunale — Legislazione rurale — 
Mandato commerciale — Notaio — Ordinamento 
degli stati — Proprietario coac — Ricchezza mobile 
— Scienza finanze — Testamenti — Valori pubblicù 

Le^rg^l asaall (Raccolta delle). (In lavoro). 

LieipiiiiasUae rarale aeuondoil programma governativo . 
per gli Istituti Tecnici dell'Avv. E. Bruni, di p. zi-422 3 — 

LieipnaBil. — Vedi Cubatura dei legnami — Fole- 
gname, 

l.epldetlerl IlallaBi, del Dott. A. Griffihi, di pa* 
gine viii-238 con 149 incisioni • • , 1 50 

— Vedi Animali parassiti — Coleotteri — Ditteri — 
Insetti — Ortotteri, 

Leiteratura alliaiiese (Manuale di), del ProL A. 

Straticò, di pag. xxiv-280 (volume doppio) . . . .3 — 
Leiteratara aaierleaDa, di G. Straffobbllo, p. 158 1 50 
Lelieratura danese. — V. Letteratura norvegiana. 
Letlerainra ebralea, di A. Rbybl, 2 voL, di pag. 364. 8 — 
Letleralara eir^zlana, del Dott. L. Brioiutl dn lavj. 
Le<terauira franeeae, del Prof. F. MABirnAAfl, trad. 

di A. FA&AMim, 2* edk, di pag. ym-184 . • • • • 1 50 

— Vedi anche Grammatica francese — Esercizi per 
la gram^natica francese. o,..e..,Googk 
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LeiteraUira ipreea, del ProL Y. Inaha, U* edii., mi- 
grliorata (dal 40*" al éò'' mfiMol di pag. Yni-234 . . 1 50 

— Vedi anche Esercizi greci — Filologia classica -- 
Glottologia — Orammatica greca — Verbi greci, 

Lelleratara Indlaaa, del Frot A. Db Qubb&natib» 
di pag. yni-159 1 50 

Letleralara lii|^lese, del Prof. E. SoLAZisi, 2* ediz^ 
di pag. vni-194 • 150 

— Vedi anche Grammatica inglese. 
Letteratura Nlan«l€Me, di S. AifBBOBOU. (In lavoro). 
Letteratura italiana, di C. Fbntni. 4' ed., di p. VI-204 1 50 
Letteratura Utlna. — Vedi Esercizi di grammo* 

Uca latini — Filologia classica — Fonologia la- 
tina — Grammatica latina — Letteratura romana. 
Letteratura a^rveg^lana, di S. GoHBOU, p. ZTI-272. 1 50 
Letteratura persiana, del Prot I. Pizzi, di paR. z-20a 1 50 
Letteratura provenzale, A. RbstoiU, di pag. z-220. 1 50 
Letteratura rouiana, del Prot F. RjJiOBlNO, 3' ediz. 

riveduta e corretta (daU*8* al 12" migliaio), p. iy-320. 1 50 
Letteratura «paynnela e portei^liesey del ProL L. 
Gappbllbtti, di pag. vi-206 • • • 1 50 

— Vedi Grammatica spagnuola. 

Letteratura te«le«ea, del Proi 0. LAN0B, tradoz. 
di A. Paganini. 2" ediz., corretta, di jmg, zn468. • 1 50 

— Vedi Esercizi tedeschi — Grammatica tedesca, 
■letteratura uni^herese, di ZiGÀNT Abpàd, di pa- 
gine xn-205 1 50 

Letterature slave^ di D. GlÀMPOLI, 2 Tolumi : 

L Bulgari, Serbo-Croati, Yugo-Rossi, di pag. iy-141. 1 50 
IL Bussi. Polacchi, Boemi, di pag. iT-142 . • • • 1 50 

Libri e biblioteconomia. — Vedi Bibliografia — 
Bibliotecarto — Compositore-tipografo — Crittografia 

— Dizionario bibliografico — Fal^ografia — Tipo* 
grafia. 

I^lnifaa araba* — Vedi Arabo volgare — Dizionario 
eritreo — Grammatica Gasila — Lingue deW Africa 

— Tigre. 

L.ln|fua i^otlea, grammatica, esercizi, testi, vocabolario 
comparato con ispecial riguardo al tedesco, inglese, 
latino e greco, del Prof. S. Fbibdmànn, di pag. xvz-338, 
(volume doppio) o.Wd by Google^ - 
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Lilnirn« d«ll' AM«*9 di R. GuST, versione italiana 

del Prof. A. De G^ubbrnatis, di pag. lv-110. . . . 1 50 
Llngroe ne«-lattii«, del Dott E. GOBRA, di pag;. 147. 1 50 

-- Vf di Filoloffia classica — Glottologia, 
Llnfpiie straniere (Studio delle), di 0. Ma&cBIL, ossia 
l'Arte di pensare in una lingrua straniera, traduz. del 

Prof. Damiani, di pae. rvl-lSS 1 50 

lilng^nistlea e filologia. — Vedi Arabo Volgare — 
Dizionario eritreo italiano arabo-amarico — Dizio- 
nario universale in 4 lingua — Dottrina popolare 
in 4 lingue — Es&rcizi di traduzione per la gram- 
matica francese — Idem per la grammatica te- 
desca — Esercizi greci — Esercizi latini — FUo- 
logia classica greca e latina — Fmiologia greca — 
FofiHogia latina. — Fonologia itfiXi^na — Glot- 
tologia — Qrammdtica e dizionario della lingua galla 

— Grammaticr) francese — Idem greca ~ Idem greco- 
moderno — Idem inglese — Idem italiana — Idem 
latina — Idem olandese — Idem ruAnena — Idem 
russa *- Idem spagnuola '*- Idem tedesca — Let- 
teratura albanese — Idem americana — Idem ebraica 

— Idt*m egiziana — Idem francese — Idem greca 

— Idem indiana — Idem inglese — Idem islandese 

— Idem italiana *- Idem latina — I^em norve- 
giana — Idem persiana — Idem provenzale — Idem 
romana — Idem spagnola e portoghese — Idem 
tedesca — Idem ungherese — Idem slava — Lingua 
goticq, — Lingue deìV Africa -- Lingue neolatine — 
Lingue straniere — Metrica dei greci e dei rimani 

— Morfologia greca '-^ Morfologia italiana — San- 
scrito — Tigre-italiano — Terbi greci anomali — 
VolapUh. 

Liquorista. (In lavoro). 

— Vedi Cognac. 

Ui^grmna^ di 0. DoYKN, di pag. Tra-261, con 8 tavole 
in cromo e fototipia e un album Inori testo con 40 
figure di attrezzi, ecc., occorrenti al litografo . . . 4 — 

LtograrllMil (Tavole di), con 6 decimali, puoblicatc per 
cara dì O. MOllbb, 4' edi2., aumentata delle tavole 
dei logiiritmi d'addizione 6 sottrazione per cnià di 
M. Raina. di pagf. nmv-188 . . D,p,e«byGoogk . 1 50 
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l.*irl«*i di W. STAHI.BT JsTONB, tradna. del Proi 0. 
OANTom, 4* ediz., di pai;:, ym-154, e 15 incisioni • . 1 50 

— Vedi Estetica — Etica — Filosofia — Psicologia. 
E.eirlea MateMiiiae^ di 0, BuBALi-FOBid, di pagine 

vi-15a 1 50 

L.oirl«M*irrat% di 0. OsoESA, 3* edisuone, di pa- 
gine nv-172 1 50 

— Vedi ContabUità, 

Ltte« « ^Imrì, del Prof. Gt. Bbixotti, di pagr. x-156, 
con 24 incisioni e 1 tavola. 1 50 

La«e • saMw, di E. JoNBS, trad. di U. Fobnari, di 
pagr. vm-336 con 121 incisioni (volume doppio) . . . 3 — 

MaeehlDlsla « fki«elila|», del Prot 0. Gautkbo, 
6* edizione, con as:giunte dell* Ing. L. Lobia, di pa- 
gine ziv-180, con 24 incisioni e col testo della Legge 
sulle caldaie, ecc. (dal 10* al 12* migliaio) 2 — 

M aeelifiilsta Davale (Manuale del) di M. Liqkabolo, 
di pag. xn-404, con 164 figure 5 50 

— Vedi Doveri del macchinista navale, 

M aeeUne «yrle^le^ del conte A. OsscsLUrPv&TU 
di pag. vm-21d, con 68 incisioni 2 — 

IlAeehiBe per «aelre e rleaniAre, delllng. Alfredo 
aALASBiNi, di pag. vn-230 con 100 incisioni .... 2 50 

Macchine. — Vedi anche Disegnatore meccanico — 

— Il meccanico — Ingegnere civile — Ingegnere 
navale — Macchinista e fuochista — Macchinista 
navale — Meccanica — Meccanismi (500) — Model- 
latore meccanico — Operaio — Tornitore meccanico, 

MaynelleaM ed elettrieltÀ, del Dott. Gt. Poloni, 
2» ediz. curata dal Prot F. Grassi, di pag. xiv-870, 
con 136 incisioni e 2 tavole 3 50 

Mais* — Vedi Frumento e mais — Panificazione, 

Malattie erlttei^aaiiehe delle piante erbaeee 
eoitivate, del Dottor R. WoLF, traduzione con note 
ed aggiunte del Dottor P. Bacx3arini, p. x-268, 50 ine. 2 — 

MalaUie ed alterasleni dei vini, del Prot S. Cbt- 
TOUOT, di pag. xi-138, con 13 incisioni 2 — 

Malattie traswUalblll. — Vedi Animali parassiti 

— Zoonosi, 

Mandale eenniereiale, del Prot B,. Vidabi„ p. vi-ieO 1 50 
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Mare ai). àfA Proi Y. BMLLtO, di |N«* IT^iO, om 
6 tavole litogrftlate a ooldri 1 60 

Marltto (Manuale del) Mtffllt«r« • nereMitlle, di 
Db Aii«ba9a, con 18 silografie éà Wì'f^mi»éè\ per^ -* ' 
sonale dello Stato mag:gfiore, di pa^. ¥01-264. . . < 5 — 

MariiifsM (Manuale del), di A; "Èiodi, 2«*editl9tt8, di* ' 
pag. zii-151s con 47 incisioni. .....«.*. 2 — 

Malematlca e luipefrnerU. — Vedi Aì^ttra Hompié' 

— AritmeUca razionale — €aìcolo fnfmAknmmte 

(2 voi.) ^ Oekrimenswn ^ Compenuunmm degli • > 
errori — Gmve — JJ^KOtriofif *- ^Mrcifft d^algébra. 

— Ssenizi di calcolo infinitmimtUe' «^ JI^«HMfi 4» ^' 
.greometria -^ FogiuUu»^ ciùtadina ^ Fumiom elliU 
tiche — QtometHa analiUen dM> èpoMto -^ Idem 

dd piano -^ Idtm detcrittim — Idem meùtioa e 
trigonomitriaa <- Idem pratica «^^ IdempraS^tàta t*^' 
del piano e della stella "** Idem projeMva dello, 
spazio — Idem pura elementare ^ Ingegnere civile 

— Logaritmi -^ Logica wèatematioa -^ Moment '-* 
resistenti e pesi di travi «weftU/ic/be oomposte ^ Pao 

dei metalli ^ Prontuario -^ Bfgoh eakoMfjfn^^* • " 
Resistenza dei materiali -^ Saggiatore ^ Trairi me- 
talliche -^ Unità assolute. 

Materia nedlea nederna (Mannaie di), del Dott 
G. Malaoeidà. (In laroro). 

Meceanloa. — Vedi Disegnatore meoeanioo -^ Dìm* 
gno industriale — Macchinista e fuochÀsto'^ Mac* 
chinista navale — Macchine afffMh -^-MmcMmiB,. ""' 
da ondre e rioamare -^ Meccanica » Msooanico — 
Meccanismi (500) — Modellatore meocameo -^ Ope- 
raio -T- Orologeria — Tornitore meccanico, 

MeeeaBlaat del Pvoi R &MwmJL Bal^ tmdnz. dei 
Prof. J* BBNBnfXr 8* edÌEione, di pagr. XTi«ai4, eMi89* ' 
incisioni. .160 

Meeeaiileo, di E. GioALi.< Nosliotil speelalidi Arìtm^^ ''• 
tica, Geometriav Meocanica, Genemtort del vapoie, 
Maochine a TaporOi CSoUaudazione e costo dei mal»- • ^* 
rìali, Doratura, Argentatura e Nichelatura, di pagine 
zn-asi con 200 problemi risolti e laO flffm . • • i^H'fà't^ 
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Mee«ADt«Mf (500), Scelti fin i i^ù inlpòftanti e recenii' 
rìferentisi alla dinamica, idraiJica, idrostatica, pnen- , . 
malica, macchine a vapore, molini, torchi, orologferl^ 
ed altre diverse macchine, da H. T. Bbown, tra- 
duzione italiana sulla 16' edizione lng:lese, dall' In- 
cogliere P. OER»TJTi,.di ^. vi-176, con 500 incisioni * " ' 
nel testo (2» edizione italiana) . 2 50 

ileàflirlle» — Vedi Monete greche — Monete romdne ^ 

— NuMsihatica.^ .' ' 

Medfèatinhat anUsettfé*; del Dott. A. Zàmblér, con 
prefazione del Prof. E. Triooni, di pag. xvi-124, con 
6 incisioni 1' 66 

— Veli TerapeutietL. 

Meifféf uà; — Todi Acqtie minerali — ^ Anatomia e 
fisioloffia comparata — Anatomia microscopica — . ^. 
An^^iomia iopoffraficoi — Animali parassiti — Assi- * ' **' 
stenzu agli infermi ■— farmadsfà — Igiene del 
lOfVoro ^ Igiene delta vita pMlica e privata — 
Igiene privata — Igiene rurale — lóiene scolastica ^^ . 

— Igiene veterinaria — InfeiionCy disinfezione edi-" 
sinfettanti — Materia medica — Medicatura antisèt- 
tica — Soccorsi d'urgenza — Terapeutica — Zoonosi, 

Meiain |ir«zt«sl (oro, argento/ platino, estrazione, fu- ' 
sione, assaggi, usi), di Gt, QtoìkàtU ^ edirionj di pa- 
gine 196, e 9 incisioni .;...;....., 2 — 

-- Yedi Oreficeria — Saggiatore. " ^ 

lieiaAlarg'Ia. — Vedi Siderurgia, 

Meleoroloiftii |^eiii0r*l«, del Dott. L. I>B MaBCBI,' 
di pfi«.Yi-158, con 6 tavole colorate. . '. '. . . .1.50 

— Vedi Climatologia — Qwgrafia fisica — Igroscopi 

e igrometri, ^ 

Meirleà del ipceel « 4et rontAttf , di L. MILLER, 

tradotta dal Dott. T. Lami, 2* edizione. (In lavoro). 
Metroteg'la tliilv«r9*le ed il Codl4»e Hetrleo tii- 

teriMteEléiiml«, coli' indice alfabetico di tutti i pesi, 

misure, monete t dèlie regioni o Città dell' Ing. A. 

TAOCirai di pag. xx-482 . . . ..... . . . 6 50 

Mezierifi (Manuale pratico della) e dei Vàri sistemi ^ 

della oolonÌA pàrriaiia in Italia, del !E^L Aw. A. Eab- 

BÈNO, di pag. vm-196 r^^-^AiÌ50 
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nieoìogU. — Vedi Funghi^ e Tartufi — Ma^aU^ . . ,. 
criltogam^he. 

Microscopia. — Vedi Anatomia microscopica — Anir 
mali parassiti — Bacologia — Batteriologia — Mi- 
croscopio — Protistologia — Tecnica protistologica. 

moroaooplo (H), Quida.elementare alle osservazioni di 
Microscopia^ di Camillo Acqua, di pag. xix*226,con 
RI incisioni « !• 5Q 

MI II (aria. — Vedi Cavallo — Codice cavalleresco — 
Duellante -— J^splodenti — Scherma — Storia arte t . sf 
militare» 

Mineralogrla. — Vedi Arte mineraria — • Cristallo- 
grafia — Marmista^ Metalli preziosi — Minera- 
logia generale — Mineralogia desfrittiva — Orefi- 
ceria — Pietre preziose — Siderurgia, 

llinoraloirla g^enerale, del ProL L. Bqmbicci, 2* ed. 
riveduta, di p. xiv-190, con 183 ine é 3 tav. eromolit. 1 50 

Mlnoralog^la dooorliilwa, del Prof. L. BoMBicci, 3* 
ediz. di pag. iv-300, con 119 incisioni (voi. doppio). . 3 — 

Miniatura. — Vedi Colori e vernici — Decorazione 
e ornamentazione — Luce e colori — Ornatista — . 
Pittura, 

Miiilieoltura. -— Vedi Ostricoltura — Piscicoltura. 

Mltoloif la eoiuparatay di A. De Qubebnatib, 2" ediz., 
di pag. vin-150 1.50 

MUoloylag'r«ca,diFoEESTiVoLIDmmtò,p.vni-264 1 50 
VoL n, Eroi, pag. 188 • , • X 5(> 

Mitolog^la roaiana, di A. FoRESTj. (In lavoro). 

Modellatore meccanfco del falegfnamo e del-* 
rebantsta, del Prot. Gr. Mina, di pag. xvu428, con / 
29;^ incisioni e 1 tavola > • . 5 50 

Moli ni (Industria dei), di 0. Sibes-Millot. (In lavoro)... v 

MoaienCi reaioienil « poal di travi metaillelia 
composte. Prontuario ad uso degli ingegneri, archi- '^ 
tetti e costruttori, con 10 figure ed una tabella per 
la chiodatura, di E. Schenck, di pag. XL-188. • • • 3 50 

Monete greche, di S. Ambrosou, con numerose in- 
cioni. (Ili lavoro). ,:,. 

Monete romane, del Oav. P. Gnkcchi, di pag. xv-182, 
con 15 tavole e 62 figure nel testo . . . , . . ^lÒO 
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— Vedi Medaglie — Metrologia — Ifumiamatica — 
Paleografia — Tecnologia monetaria, 

lf*n*|^raninil, del Prof. A. Severi, 73 tavole divise 
' in tre serie, le prime due di 462 in due ciire e la 
terza di 116 in tre cifre 3 50 

— Vedi Ornatista., 

Morale* — Vedi Estetica — Etica — Filosofia mo- 
rale — Logica — Psicolgia. 

MTarfotof U g-reea, del pro£ V. Bettei, dì pag:. xx-376 
(tohime doppio) 3 — 

M*rr*U|rl<^ ItalUna, del Prof. E. Gorra, di p. vi-142. 1 50 

Mosiea. — Vedi Armonia — Cantante — Pianista 
— Storia della musica — Strumentazione — Stru- 
menti ad arco e la musica da camera. 

Matita soeeoraa. — Vedi Società di mutuo soccorso. 

Mmimrmnmui vìtiggìmfr^, di A. lasBL e R. G^BSTao 
(Zoologìa), di pag. vni-llé, con 38 incisioni .... 2 — 

Maallea. — Vedi Arte del nuoto — Attrezzatura na- 
vale — Costruttore navale — Doveri del macchi- 
nista navale — Filonauta — Ingegnere navale — 
Macchinista navale — Marino, 

IWolara (Manuale del), aggiunte le Tasse di registro, di 
bollo ed ipotecarie, norme e moduli pel Debito pub- 
blico, del Notaio A. Gasbth, 2* ediz., rifusa e ampliata, 
di pag. zn-340 . . • 3 50 

— Vedi Testamenti, 

MaaiUiaiailaa, del Dott S. Ambrosoli, 2^ ediz. corretta 
ed accresciuta, di pag. zv-250, con 120 fotoincisioni 
nel testo e 4 tavole ............. 1 50 

— Vedi Araldica — Archeologia — Medaglie — Me- 
trologia — Monete — Paleografia* 

Xnotalore (Manuale del), del Prof. P. Abbo, p. xii-148, 
con 97 incisioni 2 50 

Olii ▼ag'atail, anlfliail a aiinaraliy loro applicazioni, 
di G. GoBiNi, di pag. vin-214, con 7 incis., 2* ediz., 
completamente rifatta dal Dott. G. Fabbib .... 2 — 

OlUa ad alia. Coltivazione delVolivo, estrazione, pu- 
rificazione e conservcuione dell'olio, del Prof. A. Ajloi, 
3* ediz., di pag. xn-330, con 41 incisioni 3 ~ 

Oaiara, di W. Gladbtokb, tradnz. di R. Palumbo e 
0. FioBiLU, di pae. zn-106 . • • • ngt^db^ Google 50 



98 JSHmoo dH MmwOi J7o^i 

e^eraU (Mannaie ^ell*). lUcoolta di oosnisd^ni ntlli 
ed indispensabili agli operai tornitori, {ajbbri^ calderait 
tonditori di metalli, bronzisti, aggiustatori e mecoa- 
nici, di G. BEtXiUOMiNi, 3' edizione, di pag. xvi-216. ? — 

Operazioni dog-anall. — Vedi Vcdìce doganale — 
Trasporti e tariffe. 

Oraiorla. — Vedi Vart$ del dir^ ^ Bettorica -rr - 
stilistica, 

Ordln^^menia deirll fll^a liberi d' Cnr^i^fl, 4^ . ^ 
Dott F. RAaoppi, di pàg. viai-310 (voi. doppio) \ .3 — 

Ordtpawenta de|pll 9t#tt liberi filtri 4^ E«re|ii^ 

del Dott. F. Eàgt.oppi, di pag. Yni-376 (roL dopjòo). 3 l'- 
Oreficeria. — Vedi QioJeUeria — Metalli preziosi 
— Saggiatore, 

Ornatista (Manuale dell') di À< Milani^ Baccolt» di.. '*\ 
iniziali miniate e incise, d'inquadrature di pWQai ^\ * 
fìregi e finalini, esistenti in opere antiche di biblio- 
teche, musei e collezioni private XXIV tavole in qj^ 
lori per miniatori, calligrafi, pittori di insegne, rica- 
matori, incisori, disegnatori di caratteri da stam^, eco, 
I^ serie «..•••« 4 — 

Oro(rrafia. — Vedi Alpi — Atlante — Dizionari^ . 
alpino — Dizionario geografico — Geografia — * 
JhrealpL 

Orelog^erla modem*, dell' Ing. QchAVwvà^ oon 187 
illustrazioni, di pag. vni-d02, con 276 incisioni , . . 5 — 

— Vedi Q^rwmonica, 

Orti<;oUura, del Pro! D. Taicaso, (Km QO" incisioni, i — 

— Vedi Agricoltura. 

Ortotteri ed Immetti niinorl itallunt, del Dott 4. 

G^RiFFiNi. (In lavoro). 
Ostricoltura e niltl||eolt«ra, del Dott D. Qa^jo^ 

con 13 fototipie, di pag. vni-202 2 50 

— Vedi Piscicoltura. 

Ottica, di E. Gel«ich, iì pag. zvi-576, oon 216 inciMoni 
e 1 tavola • — 

Paipa ipiornalleira (Prontoario della), d« elii^a#iita 
eenteolnii a lire cinque, di G. NBeBDf, di pa- 
gine 222. 260 
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L. e. 

Pale#«iii#l«fl% di L BwAsx^n, di par. n^S/^ oaa 

10 incisioni •.,....•>. ,...,.160 
P«l««f rafta, di B, Il Thompson, tmdnz, dAll'ioglese, 
con Aggiunte e nptQ di G^. FxmAfuOJd, di pàg. ¥10-156, 
con 21. incisioni nel testo e 3 tavole in fototipia , • 2 -- 
PaBlfleaHÌ«ne razionale, di POMPILIO, di pag. IV-12Q, 2 — 
Parafalwinl. — V^di Metìricità — Fulmini : 
Pedanfog-la. — Vedi Didattica — Criardino infantile 

— GinnoAtic^ fmmimle e maschile — Igiene sco- 
lastica. 

PeiistQai* — Vedi Società ai mutino soccorso. 
Pesi e ailflnre. — Vedi Metrologia i/mverseUe — 

— Statica e applicazione (^ia teoria e costrinzipinfi , 
degli stnmenti metrici^ rr- feonohgia e tprmin^ 
U^ monetaria. 

Pesa d^l ipi«$all|f ferr* i|iia(ar|k|i| r««a9yflarlf 
«Illll4r|0|f « jioiiiidr^t a V, a V, n Z» a T a 
a «laMlf T. P M\f^ laa|tar« a tubi di talli | 
■iaialli, di G. BsLLUOMiNla di pagi XZiT-248 . , , 3 50 
Planiflia planuale del), di U MAjsTRieLi, di p. zyi-112. d — 
Planle e flarl sulle fiuestre, sulle terrazze e nei coif- 
tàlL Golt^ e descrizione delle principali specie e va- 
rietà, di À. Puoci, di pag. yin-198 con 116 incisioni 2 50 

— Vedi anche Botanica — ffloricoltura — . Frutta 
minori — Frutticoltura, 

Plaale Indaslrlally ooltiya^done, T>^(^lto e prepara* 
zionei ^ G. Bobini, nuova edizione, dì pag. ii-144. 2 — 

Piante tessili. — ^ Vedi Óoltivazione e industrie delle 
piante tessili, 

Pleeole Industrie, del Proi A. Bbbbba, di p. XVl-186, 2 — 

Pietre preiloae, classificazione, valore, arte del gio- 
ielliere, di O. Gobuo, 2* edizione, di p. 138, con 12 ine, 2 — 

Piraleenlea niaderna, di $, Di Maio, con Ul inci- 
sioni, di pag/ vni-15a , . • 2 50 

Plaelealtiira (d'acqua dolce), del Doti B. Bbttoni, 
di pag. vm-818, con 85 incisioni 3 — 

— Vedi Ostricoltura, 

Pltinril. Pittura italiana antica e moderna, del Prot A, 
Mkulki, 2 voi, di pag. xx-164 e xxvi-202, illustrati 
con 102 tav., di cui una cromolit. e 11 figure nel testo. 6 -- 
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__ 

— Vedi Anatomia pittorica — Colori (scienza dei) ' 
— Colori e vernici — Decorazione — Disegno — Luce 

e colori — Ornatista — 'Ristauratore dei dipinti. 

I**esla. — Ye<^ì Arte del dire — Dantolf^gia — Let- 
teratura — Omero — Bettorica — Ritmica — S^^- 
spcare — Stilistica. 

P«lll««l4ara, del March. G. TKBYlSAin, ^ edizione, 
con 7i incisioni. (In lavoro). 

— Vedi AnimMi da cortile — Colombi — Coniglicol- 
tura — Porcicoltura, 

^•moìmgìm artificiale, secondo il sistema Gamier- 
Valletti. del Prot M. DsL Lupo, p. vi-182, con 44 ine. 3 •- 

— Vedi Fiori artificiali, 

l*areell«ne. — Vedi Ceramiche, 

l*areÌeoUnra, del Dott. E. MARCHI. (In lavoro). 

Frate (II), del ProL G. Cantoni, di pa^. 146, con 13 ine S ^ 

Prealpl berjpaaiaselie (Guida -itinerario alle), com- 
presi i passi alla Valtellina, con prefazione di Stop- 
PAKi, 2* ediz., di pag. zz-124, con carta topografica e 
panorama delle Alpi Orobiche ... : 3 •- 

-- Vedi Alpi — Dizionario alpino — Geografia, 

Fregai ndlzl* — Vedi Errori e pregiudizi, 

Previdenzat — Vedi Assicurazione sulla vita — 
SociHà di mutuo sofxorso. 

l*rocedara clwlle e procedura penale. — V. Codice, 

l*rodat(l ag^ricall. — Vedi Agricoltura, 

Prodotti ag-rleoll del Tropleo (Manuale pratico del 
piantatore), del cav. A. Gasuni. (Il caffè, la canna di 
zucchero, il pepe, il tabacco, il cacao, il te. il dattero, 
il cotone, il cocco, la coca, il baniano, il banano, l'aloe, 
l'indaco, il tamarindo, l'ananas, l'albero del chinino, 
la juta, il baobab, il papaia, l'albero del caoutchouc, 
la guttaperca, l'arancio, le perle). Di pa?. xvi-270 . 2 — 

IVoiitiiario deir ag^rlcoltore e deir Ìn|feg>nere 
aiproiionio estimatore, del Prof. V. NICCOLI. (In lav.). 

Fraatnarlo di |peo|prafla e otatlotlea^ di G. Ga- 
BOLLO, pag. 02 .1^ 

Prontaaria per le pafphe. — Vedi Paghe, 

Proprietario di eaoe e di opifici (Manuale del). Im- 
posta sui fabbricati dell' A vy.G.Gio&dami, pag. zx-264. 1 50 
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— lTT 
Pr*s«4lii« — Ye^Arte del dire — Metrica dei greci 

e dei romani - tuttorica — Ritmica e metrica 

razionale italiana — Stilistica, . 
Hr^^p^uiva (Manuale di), deU'Ing, C, Claudi, con . 

28 tavole. 'In lavoro]. 
Pr#ciat*los^U9 di L. Maqqi, 2* ediz., di pag:. xyi-278| 

con 93 incisioni ijel testo (volume doppio) , . , , , . 3 ▼w 

— Vedi A^niitomia microscopica — animali parassiti 
— Batteriologia — Microsoipio — f'ecnica proti- 
sfologica. 

Prototipi (I) internazionali del nÌ9t}:o ^.d^l kilor.ramma 
ed il codice metrico internazionale, — V Meterologia, 

Proverbi In quattro liq|fue» — VedJ pottrtna po- 
polare. 

ProTerbf sai ea¥alIo e terniini sulle ^orse, del 
Colunneilo Volpini lln lavoro). 

Psleoioiria, del Prot 0. Cantoni, di pag. fv-l5B . . 1 50 

— Vedi estetica — Etica ^ Filetto fia — Jjoqica, 
Pflieolog-la lisioloirlea, di G Mantovanl (In lavJ. 
HaecogUtore di fìraneobolll* — Vedi Dizionario 

filatelico* 

Haeeoir"^!*^ ^1 •K^tit fidarle o flt antichità, 
del Conte L. Dk Maubi, con numerose Ulustrazionl 
(In lavoro). 

Rairlonerla, del Prot. V. Gitti, 2* edlz. (In lavoro). 

Hag'ioneria delle Cooperative di eonsaaio (Man. di), 
del Prof. liag. Gt, Rota, di pag. xv-408 «voi, doppio). 3 — 

Ra^ploneria Indattrlale, del Prof. Rag. Oreste Ber- 
gamaschi, di pag. vii-280 e molti moduli (voi. doppio). 3 — 

neclaml ferrovlafH* — Vedi Trasporti e tariffe, 

Reipolo ealeolatore e sue applleailonl nelle ope- 
razioni topofprallehe, delllng. Q. Pozzi, di pag. 
XV.238 con 182 incisioni e 1 tavola .. 1 .... 2 50 

Religione e llnrae delt^lndla in^plese, di R. CUBT, 
trad. dal Prot. A. Dk Gubeanatis. di pae. rv-124 . 1 50 

ResUtenia del niateriall e stabilità delle eostro« 
■Ioni, dell'Xng. P. Galuzia, p. x-836, 236 ine e 2 tay. 5 50 

Rettorlea, ad uso delle Scuole, di F, Capello, p. vi-l^ 1 50 

— Vedi Arte del dire — Ritmica — Stilistica» 
Rieanio. — Vedi Disegno e taglio di biancheria 

Macchine da cuòire — Monogrammi — Orn^tt^fq^^ì 
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L. «. 
Rierh«^xza «•bile (Imposta ftui redditi di). dell*Av- 
vo<Ato R. Bruni, di pag. ^ii-*218 1 50 

— Vedi rmpos^f direte — Proprietario di case, 
Rtrf^ltarU r#l«iri*<^A^*« l^ott. Lirmi Sasri. di p. vi-150 2 — 
RUi^aldaaieiit* • ¥eiicliasi*ne deifll «aibleiiil abl* 

tali, lei Prof. R. Pkrrini, 2 7oi. di paR. 1-332, ^ inds. 4 — 
Rlse«0iil*iie Impaftte* — Vedi Imposte, 
RUvrifimeot» Italiano (Storia del), del ProL F. Beb- 

TOLiNi, dì pag. vi-154 1 60 

— Vedi Storia e cronologia — Stoì'ia italiana, 
Ristaaratare diel dllplntl, delO)nte G. Sbcco-SuaRDO, 

2 voi., di pag. xvi-2iì^, xn-362 con 47 incisioni . . . 6 — 
RItailoa • metrlea railanale Italiana* del Pro- 
fessore Rocco Muràbi, di pag. xvi-216 1 60 

— Vedi Arte del dire —- Rettorica — Stili4ica^ 
RUalnilane (La) flraneose (17^^1799), del Prot Dott 

Gian Paolo Solebio, di pag. iv-176 1 50 

Sag-f^latare (Manuale del;, di F. Buttari, di p. vm-245, 
con 28 incisioni 2 50 

— Vedi Metalli preziosi — Oreficeria, 
Sannerlta (Avviamento allo studio del), di F. G. Fina, 

2* ediz.. rifatta, di pag. xn-254 (voi. doppio) «... 3 — 
Saponeria, dellTng. E. Marazzà. (In lavoro), 
Seaochl (Manuale pel giuoco degli), di A. Seqhieri, 

di pag. xy-2^ con 191 illustrazioni, 2* edizione. (In 

lavoro). 
Sehernia Italiana (Manuale di), su i principii ideati da 

Ferdinando Masiello, di J. (duelli, di pag. vin-194, 

con 66 tavole 2 50 

— Vedi anche Codice cavalleresco — Duellante, 
Welonxa delle flnanxe, (i\ T. Carnevaio, pag. IV-140. 1 50 
fliclenze flfilehe e nataralK — Vedi Anatomia com^ 

parata — Anatomia microscopica — Animali pa- 
rassiti — Antropologia — Arte mineraria — Bat- 
teriologia — Botanica — Calore — Chimica — (^hi- 
mica agraria — Coleotteri — Concimi — Cristallo- 
grafia — Dinamica — Energia finica — Fisica - 
Finologia — Flora italiana — FtUmini e paraful- 
mini — Funghi e tartufi — Geologia — ImboÀSama- 
tore — Insetti — Lepidotteri — Luce e coiari — 
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__ 

Luce e suono — Microieopio — Mineralogia — Na- 
turalista — OstricoltiMra — Ottica — Piscicoltura 

— Pomologia — Protistologia — Selvicoltura — 
2Vrmadtfiamfca — Tecnica protisioiogica — Zoo- 

9««ltara. Sooltora italiana antioa e moderna, statuaria 
e omamentale dall' Araldi Prot A. Mblami, di pa- 
ghine r7in-196, con 56 ta?. « 26 £g. intercalate n^ teeto. 4 — 

9«rluare d' affari (Precetti ed esempi di), per uso 
delle Scuole tecniche^ popolari 9 commerciali, del Pro- 
fessor D. Maffioli, di pag:. 7111-203 1 60 

AelYltt^ltara, di A. Santilli, di paff. yin-220 e 46 ine 2 — 

SerieaUnra. — Vedi Bachi da seta ^ Qelsicoltt^ra 
~ Filatura ~ Industria deUa seta — Mierosoopio 
•— Tintura della seta* 

Shakespeare, di DowDBir, traduzione di A. BAi.r<ANl, 
di pag. xu-242 • . 1 60 

Slderarg^la (Manuale di), dell'Ing. V. Zoppbtti, pub- 
blicato e completato per cura dell* Ing. E. Qabuffa, 
di pag. iy-368, con 220 incisioni 5 50 

Slsaielef la, del Oapitano L. Gatta, di pag. yni475, 
con 16 incisioni e 1 carta > . • . • 1 60 

SeclalUaiOy dell* A w. G. BiRAOHL (In lavoro). 

Seeeorai d* arjpenia, del Dott. C. GALLIANO, di pa- 
gine xu-200, con 6 tavole litogra&te, 3" edizione . • 3 --> 

— Vedi Assistenza infermi — Igiene — Medicatura 
antisettica, 

Seeieià di Haiae soeeerse (Manuale Tecnico per le). 
Norme per l'assicurazione delle pensioni e dei sussidi per 
malattia e per morte, del Dott, G.GA&DENeHi, di pa- 
gine VI452. 1 51 

Speitroaeeple (Lo) « 1« «no applleaxleal^ di & A. 
Pbootob, tnidua. con note ed aggiunte di F. Pokbo, 
di pag. yi-178, con 71 incisioni e una carta di spettri. 1 60 

«pirite di vlBo* — Vedi Alcod — Cognac — lÀquo- 
rista, 

^9^^^ ffiseelil e eellealenl. — Vedi Arte dei winoto 

— Biliardo — Cacciatore — Cane — Cavallo ~ 
CeramùAe — Ciclista — Codice eavaUerssco — Dud- 
lante — Dizionario alpino — Dizùmario filatelico 
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__ 

— Dizionario termini delle eorte — Filonauta — 
Giardino infantile — QimkOiHoa — GinnaeUea 
maschile — Ginnastica fhnminile — G4tMfM ffin- 
nasHei per la 9iùf>ent^ e per It seunle — Pirotecn/fa' 

— Prealpi bergamaeche — Baecoglitore di oggetti 
d^arte — Scamhi — Scherma itéliama, - . . *» 

Statica fPritioiiS di) • lor* ap^l«Ml#ii« alta te«rlil 
« i «^litiriniUMM 4«irl( Mrimtfkitl ÉiMrlel, per ITng. 
E. BAeirofLi, dipaf. Titì-259 con 1^2 "incisioni ." . .'31(9 

SiatMI^a, di F. ymeUìl}, m IM^, tnz476 , . . . 1 60 

94€m^mU ^Yeài Araldica,' •' . 

AtenAgrriiàa, di <3^. GiaBOHWPl e M. "NBBMÈdtt^ ' ' 
condo ir sistema GabeliflbéiS'e^Noè), 2» ediz. (Tnlav;). '^ 

Stereom«irta appIfMMUi «Ha mitthtppé 4eì «alidi e 
alla loro costruzione In carta; d'el Pt'of;^ A. Hl- 
vELLi, con molte iilustraaiòni. fili lavòm). ' '•' 

StlUsiloa, del Prof. F. Capello, di pag. xn-164; * . 1 50 

— Vedi Arte del dwe — Eettorioa — Eitmicct. "■ 
Starla an«1aa. Voi. I. V Oriente AnHeoièìL^Kisi'nLR, 

di pag. xn-23a ; . . 1 60 

Voi 11. Là &reo9a,^6à Ot. TwrtAssiiO, di pag; Vt.2i«L 1 fifr 

Storia • . eranolagfia nieilla^vala è wailarBa, in 
OC tavole isinotticbe, di Y. OàBA&BJOKDH, ^ edii!t<nìb, 
di pagi. V1-99D. '.•...•-• .1*6^ 

Storia dalflftrte mliilara antloa e Madama, di 
V. Ros&KVTO, oon 17 tav. illu8t»tive, di pag. vìUt-^OL 5 60 

Storia della i^lnnastlca. — Vedi Storia, 

Storia Italiana (ManfiU^ di), éfr O. t)àlW?t!r/^ p. mM». 1 «f 

— Vedi Rigorffimento. 

Storia fidila ntnaiòa, d^ Dott A. UimnsTmMBB, di 
pag^ 300 (voi. doppio) , , , 8 — 

Storia nàinrafo d«n*wraia « ««ot ^asimitff; -i^^ * 
Vedi Antropùlegia ^ Mmografia --^ IHtrtotogéa ^ -■' 
GirafiUoffiai^ Ptdeoetnohgia, 

Starla dal papali e mlil. _ Vedi CriàtólM €h^ ^ 
lombo — Errort e pregiudizi — Mitologia — Mito- 
logia greca — Mitologia fumana; -^ Btmrtfimmtè 
italiane -* Bivoluzione franceàe — Storia am^iea 

— Sim^ e cronologia medioemle e moderna — 
Storia dell'arte méMare onèiM é mnàmma — Storia 
italiana. 



dby Google 



Elenco dei Manuali Eoepli. S9 

StrnmeDtiàxUiie (Manuale di), di E. PaouT, tmdu- 
zioi^e italiana oon note di V. Biooi, con 05 esempi, 
di pa?. z-2aa 2 50 

Slraaienti mA are« (Qli) e I* Mslca dm «MMor*,. 
del Duca di Oaffajlblli F., di pag. z-235 .... 2 50 

^ Vedi anche Armonia — Cantante —• Pianista» 

Slraaienti aieirlel. — Vedi Metrologia — Statica» 

Snono. — Vedi Iaux e mono. 

Sussidi. — Vedi Società Mutuo Soccorso. 

Tnbneoo, del Proi G. Cantoni, di pag. lV-176, con 
6 incisioni 2 — 

Taehoonietria. — Vedi Celerimensvra — Telemetria 

— Topografia — TriangolaziotU. 

Taglio e «•nfezione di blaneherla. — V. Disegno. 
Tariffe ferrowlarle. — Vedi Codice doganale — 

Trasporti e tariffe. 
Tarlufl e funghi. — Vedi Funghi. 
Tasse di registro, bollo, ecc. — Vedi Notare. 
Tassidermista. — Vedi Imbalaamatore — Natura- 

lista viaggiatore. 
Tavole lagaritnilehe. — Vedi Logaritmi. 
Tavole tacheometriche. — Vedi Celérimensura — 

— Telemet^'ia — Topografia — Tricmgolazioni. 
Tecnica microscopica. — V. Anatomia microscopica. 
Tecnica protlstologica, del Prof. L. Maggi, di 

pag:. xvi-318 (volume doppio) 3 — > 

— Vedi Protistologia. 

Teenalogla meccanica. —V. Modellatore meccanico. 

Teenalagla e termlnolag la monetarla, di G. Sac- 
chetti, di pag. xiv*192 2 -- 

Telefono, di D. V. Piccoli, dì pag. iv-120, con 38 
incisioni 2 — 

Telegrafia, di R. Ferrini, di pag. vi-ai8, con 86 
incisioni 2 — 

— Vedi Cavi e telegrafia sottomarina. 
Telemetria, misura delle dlstanse In gnerra, 

di G. Bertelli, di pag. xin-145, con 12 zinootìpie . 2 — 
Tempera e eementaElone, dell'Ing. Fadda, di pa- 
drino yiu-106, con 20 incisioni . . . . 2 — 

Teolog|«« _ Vedi Bibbia -^ Diritto ecclesiastico -r 
Eeligiotie e lingua (fétó'/nàta th<)fe»e.edby Google 
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Terap«aiiea (Manuale dì) l'impie^ ipodennleo e la 
dosatura dei rimedi dèi Dott. G. MalachIda, di "p, 306. 3 — 

— Vedi Medicatura antisetUca, 
Twm^mmmmì4m^ di 0. Oirt^AM», di pÉt. XVl*65 «tf ' ' "•^' 

4 figure ' . . 1 50 

Terr«ni«tl. — Vedi Biànìoì^ia — V^canismo. ♦ 

TessIiM-e (Manuale del), del Prof. P. PmCBSTÌ*, ^'- "' 

edizione riveduta, di pag xvi 312, con illustraziotif " " ' 

intercalate nel testo , .* . S'SO 

TestMaentl (Manuale dei), per tjora dd Dott L. SÉ^ ' 

RINA, di pafi:. vi-238 . 2 60 

— Vedi Notaio, ^ • * ' 
TI|prè-it«ltano (Manuale), con due dizionarioWi ita-. 

liano-tigrè e tigrè-italiaiìo ed una cartltia dlmosMtìni " ' * 
degli idiomi parlati in Eritrea, del O^p. ìAjatìfksSHi * ' 
Camperio, di pag. 180 ; . . 2 -50 

— Vedi Arabo volgare — Grammatica gM% — ^ tMtd\àe' 
delV Africa. • ' 

Tinure (Manuale del), di R Lepstit, 3" ecfe., di pa- 
gine x-279, cx)n 14 incisioni (voL doppio) 4 — 

Tlntnra della seta, stufio cliimioa tecàlico, di T.PJl- 
SCAL, di pag. xvi-4a2 . ........;.•..§*- 

Tipoflrrafla* (VoK £). Guida per chi stampa e & stam- 
pare. — Compositori e Oortettori, Re^^sort, Atitoii ed ' 
BdifcorL di a Landi, di pt^r- 280 . , . r .' . 'r i 9 66 

TI|iogTafla. (Voi II). Lezioni di oomposislone ad uso 
deg-li allievi e di quanti fanno stampare, dì S. Lanm, 
di pag. viii-271, corredato di figure ««dr moderi * . . 2*6ft 

— V. Compositore'tipofff^f»-** Yoaaèoleiri&iìspc^ìmfSbòV • - 
Topog^raQa e rilievi. — Vedi Cartografia — Oateum 

itaUam — Ceterimmaura — Cémpenttazimie É»gti' • 
errori — Curve — Disegno topografico — Estimo 
rurale — Geometria pratica — Regolò éo/o^ftKiw* 
— Telemetria — Triangolazioni topografidie e tria/i^ 
gelazioni catastali, 

TarnUara «leaeairfaa (Guida mutiea M), xnrBÈO 
sistema unieo per calcoli in generale sulla ooétrttàiozie • 
di viti e ruote deatate, arricchita di ottre 100 proi ' 
blemi risolti, di S. Dinaro, di pag. 164. ..... il — 

Traapartl, tariffe, raeiaMl ferravlM»! «^ 0pm» 
rallini d»g>«nMi. Mannaia pratico ad lUD del oam- 
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meidimti e privati» colle, norme per TinteirpretazIoiLe 
delle tariifè e disposizioni TÌgrentì, per A. G^. Bianchi, 
con una carta delle reti ferroviarie italiane» di pa- 
gine xvi-152 , 2 — 

Tmvt Hetalllel «•■ipostt (Momenti resistenti, pesi 
'dei), di E. ScHSNCK, j?agine xirl88i XO figure e tabaUa 
per chiodatura ....,•...., 3 50 

Tr|aagr«laxl«nff t«pog^rafle||e e trlaii^«lazi««l e»- 
uwtally dell'Ing. 0. Jacoakgbu, Modo ^i fondarle 
sulla rete geodetica, di rilevarne e calcolarle, di pa- 
gine xiv-2fi), con 32 incisioni, 4 quadri degli elementi 
geodetici, 32 modelli esemplificati pei calcoli trìgono- 
metrici e tavole ausiliarie . •, . . . ^ • . . ,^7.50 

— Vedi Cartoffrafla — Ceteriménaura — Pisegno tQp(h 
'grafico — Oe<nnetria pratica — Telemetria. . r 

Trlironoiiielrla. — Vedi Geometria metrica, 

llfltelale (Manuale per V) del R^gio Esercito italiano, 
di U. MoRiNi, di pag. XX-3S8 ♦ . . 3 50 

Unità assalnte. Definudone, Dimensioni, Rappresenta- 
zione, Problemi, d^'Ing. Gr, BsKtouni, di p. z-121-él 3 50 

CJim passa (Industria dell') e éella ••sieazUne 
delle fratta e degli artàipf 1, Prof. L, pAPA&mjj. 
(In lavoro). 

Uve da tavala. Varietà, coltivazione e commercio, 
del Dott, D. Tamaro. (In lavoro). 

Valli lombarde, di Scolari. — Vedi Dizionario al- 
pino, 

¥alarl pnbbllei (Manuale pei Tapprezzamento dei) e 
per le operazioni di Borsa, Dott F. PiocineIiLI, di 
pag. xiv-23e , 2 50 

— Vedi Debito pubblico, 
VeloelpedUta. — Vedi Ciclista. 
ITentllHatiane. — Vedi Riècaldamento, 

Verbi irreei anoaiali d), di P. SpaOmotti, secondo le 
G^rammatiche di Curtius e Inaha, di pag. zziv-107. 1 50 

Vemlel, lacche, aiastfcl, Inehiastri da staaipa, 
eeralaeehe e predetti afBnl (Fabbricazione delle), 
dell'Ing. Uso FoRNABi, di, pag. vin-a62 , . , • , 2 — 

Veterinaria. — Vedi Alimefitaztone del bettiame — 
Buttarne -*- Cane — Cavallo — Iffiene veterinaria, 
— Pomicoltura — ZootBcnia, ogtzedby Google 
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Via* (H), di G. Gbazzi-Soncini, di pag. xn i:i2, . . :* — • 

irille«Uarii md enoU|rla. — Vedi Akool — AnaliH 

del vino — Cantiniere — Cogmc — Enologia — 

Enologia dwnestica — Liquorista — Malattie ed 

alterazioni dei vini — Uva passa — Uve da tavola 

— Vino — Viticoltura. 

iruieollnra. Precetti ad oso dei Viticoltori italiani, 
del Proi. 0. Ottavi, rived. ed ampliata da A. Staugcbs, 
3' ediz., di pag. vin-lft4 e 22 incisioni .....* 2 — 

Vocabolari* (Ipog^rafleo, di S. Lanoi. (In lavoro). . 

Volapiik (Dizionario itaiiano-volapiik), preceduto dalle 
Nozioni compendiose di grammatica della lingua, del 
Proi 0. Mattki, secondo i principii dell'inventore M. 
ScHLETEB, ed a norma del Dizionario Volapiik ad uso 
dei francesi, del Prot. À. Kebckhoffs, di pag. zxx4^. i 50 

Volapàk (Dizion. volapiik-italiano), del Proi C. Mattbi, . : 
di pag. XX-2D1 2 GC 

— Manuale di conversazione e raccolta di vocaboli e 
dialoghi italiani- volapiik, per cura di M, Rosa Tom- 
MASi e A. Zambelli, di pag. 152 2 50 

ITaleanionio, del Capitano L, Gatta, di pag. vin-a?8, 
con 28 incisioni • « 1 50 

ZooUir'** ~ Vedi Anatomia e fisiologia comparale 

— Animali parassiti dell' tiomo — Animali da cor- . 
tUe — Apicoltura — Bachi da seta — Batteriologia 

— Besttame — Cane — Cavallo — Coleotteri — . - 
Colombi — Coniglicoltura — Ditteri — Embriologia 

e morfologia generale — Imbalsamatore — Insetti 
nocivi — Insetti utili — Lepidotteri — Naturalista 
viaggiatore — Ortotteri — Ostricoltura e mitilicoltura 

— Fiscicoltura — Pollicoltura — Porcicoltura — 
Protistologia — Tecnica protistologiva — Zgologia..- - 

Zoolof^ia, Proff. E. H. Qiglioli e G. Oavanna, 3 voi.: r 
I. Invertebrati, di pag. 200, con 45 figure , «. , X 5G 
n. Vertebrati. Parte I, Generalità, Ittiopsidi (Pesa 

ed Anfibi), di pag. zvi-156, con 33 incisioni. • X 5Q 
nL Vertebrati. Parte II, Sauropsidi, Teriopeidi (Ret- 
tili, Uccelli e Mammiferi), p. xvi-200 con 22 ine. 1 50 
Zoonosi, del Dott. B. Galli Valeiuo, di pag. zv-227 1 50 
Zooto«iila,delProf:G.TA]iPBLiNi,p.vm-297,cqn 52 ina 2 5Ó 
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